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Kapitel 1
Einfiihrung

Was ist iiberhaupt: Numerische Mathematik?

Um eine grobe Vorstellung von diesem Teilgebiet der Mathematik zu erhal-
ten, stellen wir uns vor, wir wollen ein Flugzeug konstruieren und zu diesem
Zweck erst mal verstehen, wie die Stromung um einen Tragfliche funktio-
niert.

Wie gehen wir vor?
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Vorgehen Beispiel
Anwendungsproblem Stromung um eine Tragfliche
l Modellbildung
Mathematisches Problem Navier Stokes Gleichungen
Mathematische Existenz
Analyse Eindeutigkeit
Konstruktion von Verfahren Finite Differenzen, Finite Elemente
Implementation Analyse des Programm Fehleranalyse
Numerik Verfahrens Konvergenz
Ergebnis Né#herungslésung
1 1
v

Interpretation und
Anwendung der Ergebnisse

Konstruktion einer Tragfliche
(Experiment)




Beispiel 1 Freier Fall

Wir betrachten den aus der Physik bekannten freien Fall. Ein Stein wird
aus dem Turm von Pisa (Héhe 44.12 m) fallen gelassen. Wann schligt er
auf?

Modellbildung:

Als Vereinfachung vernachlissigen wir die Reibung und nehmen an, dass
der Stein eine Punktmasse darstellt.

Hier machen wir einen kleinen Modell(ierungs)fehler.

Mathematisch wird die Fallbewegung als eine Funktion des zurickgelegten
Weges zur Zeit t beschrieben. Sei h(t) die Héhe zum Zeitpunkt t, dann ist
die Geschwindigkeit des Steines gegeben durch die erste Ableitung von h nach
der Zeit:

o(t) = Z_}t] = n'(t).

Die Beschleunigung a des Steines ist definiert als die Ableitung der Ge-
schwindigkeit v nach der Zeit, also gilt:

a(t) = '(t)

dv

dt

d*h

e

Fiir die Erdbeschleunigung g nehmen wir den konstanten Wert 9.81 s—"}

Dies ist ein Naherungswert, wir machen Fehler in den Daten, und
wir vereinfachen, denn eigentlich hingt ¢ von der H6he ab.

Damit wissen wir, dass fir a(t) gilt:

a(t) = —g

Die Geschwindigkeit des Steines zur Zeit t lafit sich nun durch Integration

bestimmen:
/ a(t)dt

—gt +cy.

u(t)
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Analog dazu wird nun durch eine weitere Integration h(t) bestimmi:
h(t) = / v(t)dt
= /‘(7gt +¢p)dt

= 7%7‘,2 +(?]t+(3-2.

Wir erhalten also als allgemeine Lisung unseres Problems, dass der Stein

nach
—cp [+ 4cof
t -y
28
—c1 /¢ + 2029
g9

Sekunden aufschldgt.

Um dies explizit zu machen, brauchen wir die Integrationskonstanten cy, co.
Den Wert von ¢; kénnen wir sofort berechnen, da bekannt ist, dass sich der
Stein zum Zeitpunkt t = 0 im Zustand der Ruhe befindet. Es muf$ nur noch
0(0) = 02 geldist werden:

v(0)=—g-0+¢, =0 m
s
= c; = 0.
Die Konstante ¢y wird analog ermittelt (h(0) = 44.12 m):
h(U):fg-0+cl-U+62:44.]2 m

= o = 44.12 m.

Wir kénnen nun diese Werte und g einsetzen und erhalten als Lésung die

Fallzeit:
V44.12 % 19.62
9.81 '
Nun missen wir den Rechner bemiihen, um einen Zahlenwert zu bestim-
men, und wir erhalten die numerische Losung ( auf 3 Stellen genau):

t==+

t=3.00 s.
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Hier haben wir weitere Fehler gemacht, nimlich beim Wurzelzie-
hen und beim Runden auf die 3. Stelle.

Alle diese Fehler konnen bei komplizierten Problemen zu Katastrophen fiih-

ren !

Was konnen wir tun um sicherzustellen, dass das Ergebnis

annihernd korrekt ist ?

Wir kénnten zB. nach Pisa fahren und ein Ezperiment machen. Oder wir
konnten unseren Losungsalgorithmus analysieren oder wir kénnten unser Mo-
dell verbessern, indem wir zB. Reibungsterme hinzufiigen.

Analyse eines Losungverfahrens:

Anwendungsproblem Beispiel: Freier Fall Fehler
Modellbildung Modellfehler
Math. Problem Diffgl. A" = —9.81 Datenfehler
Math. Analyse  Numer. Methode Losung Verfahrensfehler
anal. Lsg numer. Lsg t = 3.00 Rundungsfehler
Impl. und Analyse | Programm — Fehleranal.
exakte Lsg Niherung Gesamtfehler

Wir werden uns hier mit der Entwicklung und Analyse von nu-

merischen Methoden beschiftigen.

12
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Kapitel 2

Anfangswertaufgaben Teil I

Wir betrachten zuerst Anfangswertaufgaben fiir gew6hnliche Differentialglei-
chungen:

dy
== = f(t,y(t 2.1
y'=q = Fty®), (2.1)
in einem Interval T = [ty, %o + a] C R mit einer Anfangshedingung y(#q) =
1o € R". Die Losung y ist dabei eine Funktion y : I — R" und die rechte
Seite ist eine Funktion f: I x R" — R".
Dabei kann y natiirlich ein Vektor sein.

Beispiel 2 Betrachte das Beispiel 1 und fihre neue Variablen wie folgt ein.
Sei z(t) = h(t), 22(t) = K'(t) und z = [ ? 8 }, so lautet die Anfangswert-
210

aufgabe in (1) dann
wo=[20]=100][20]+1 5] o=[%"]

Die Losungskurve y(t) nennt man auch Trajektorie. Ohne die Vorgabe
des Anfangswertes erhalten wir eine Schar von Trajektorien (Richtungsfeld).
Durch den Anfangswert wird eine bestimmte Trajektorie festgelegt.

13
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Beispiel 3 Abhingigkeit der Losung vom Anfangswert.

Betrachte die Differentialgleichung:

y' =3y, y(0) = yo.
Als Lésung ergibt sich:  y(t) = yoe

Lasungsverlauf fiir Startwerte yo = 0.01,0.05,0.1,0.5

12
107 -1 Yo = 0.5
8l |
6l |
al |
ol Yo =0.1
{yo=0.05
0 B
0 0.2 04 ¢ 0.6 0.8 1

Abbildung 2.1: Richtungsfeld

Kleine Anderungen der Anfangswerte konnen zu sehr grossen Anderungen
in der Losung fithren. Dies wird im allgemeinen Instabilitit der Differential-
gleichung genannt. (Wie wir spiter sehen werden, wiire ein anderer Begriff
besser.)



Beispiel 4 Instabilitdt der Differentialgleichung

Y =100y — ) 2 y0) = o
' T+ 1+ )
2
Als Lisung ergibt sich:  y(t) = yoe'® + t .
1+t
N 2 .
lautet die Lisung: T = (1)

Fiir 4o =0

Fiir yg = —¢

2
lautet die Lisung: —ee'% + 13_7# =g(t).

1+

10t t?
—£€ +
! € +1

\
\
}
}
i
1

Abbildung 2.2: Instabile Differentialgleichung

Probleme bei denen dies auftritt sind auf dem Rechner sehr schwer
zu 16sen und man kann generell der Losung nicht vertrauen!

Im allgemeinen sind wir nicht in der Lage die Losung einer Differentialglei-
chung analytisch zu bestimmen. Wir verwenden daher numerische Verfahren.

16
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Wie 16st man nun so eine Differentialgleichung numerisch (auf
dem Rechner) ?

Zur numerischen Losung einer Differentialgleichung wird diese diskretisiert,
das heifit die Losung wird in einzelnen Schritten berechnet.

Wie gehen im einfachsten Fall wie folgt vor. Wir fithren in unserem Intervall
I ein Gitter ein.

Ip = {to,t1, ... tn = to +a}
wobei wir als erste Idee einfach eine dquidistante Unterteilung mit

ti=ty+ih, i=1,...,N
verwenden. Dann suchen wir Werte

wp=up(ty), i=1,.

LN (2.2)
wobei uy, : I, = R" eine Gitterfunktion ist. Diese ist so zu wéihlen, dass wu;
den Wert

yi = y(t:) (2.3)
der exakten Losung von (2.1) mdglichst gut annéhert (approximiert).

Das heifit, auf dem Gitter I, mit der Schrittweite h # 0 sollen Niherungs-
werte u; fiir y; an den dquidistanten Punkten ¢; = ¢y + ih berechnet werden.

2.1 Das Polygonzugverfahren von Euler

Das einfachste Verfahren ist das sogenannte explizite Euler-Verfahren '.
Fiir die Ableitung o' gilt niherungsweise:

y(t+h) —y(t)

A ~y(t) = f(ty(t), (2.4)
d.h.

y(t+h) = y(t) + hf(ty(h).
Leonhard Euler, 1707-1783, Schweizer Mathematiker
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Man erhélt so an den Stellen ¢; Ndherungswerte u; fiir y;:

Uo = Yo
% = fltiu), i=0,....N—1 (2.5)
oder umgeformt:
wip1 = u; + hf(t;, w;) (2.6)

Die Integrationsmethode von Euler benutzt in den einzelnen Ndherungs-
punkten (z;,u;) die Steigung des durch die Differentialgleichung definierten
Richtungsfeldes dazu, den néichstfolgenden Ndherungswert u; 1 zu bestim-
men.

Wegen der anschaulich geometrischen Konstruktion der Naherung bezeich-
net man das Verfahren auch als Polygonzugmethode. Sie ist offensichtlich
sehr grob und kann sicher nur fiir kleine Schrittweiten h gute Ndherungswer-
te liefern.

Beispiel 5 Das Eulerverfahren

y(t)

Abbildung 2.3: Euler-Verfahren
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2.2 Allgemeine Einschrittverfahren

Das explizite Euler-Verfahren ist ein Spezialfall eines allgemeinen expliziten
Einschrittverfahrens der Form

"o = Yo,
U1 = u; + h®(ty, ui, h, f). (2.7)

Beim Eulerverfahren gilt also
(i, ui, b f) = f(ti; ). (2.8)

Die Funktion @ heifit Inkrementfunktion. Sie beschreibt die zugrundeliegende
Methode, wie aus der bekannten Information (¢;, u;) und fiir die Schrittweite
h der neue Nidherungswert zu berechnen ist.

Bemerkung 6 Durch komponentenweise Betrachtung lassen sich diese Ver-
fahren direkt auf den Vektorfall ibertragen:

u Uy Dy (t;, U;)
Unp i1 Un i (I)n(tz ﬁz)
2.3 Fehlerbetrachtung
Wie gut ist nun so ein Verfahren ?

Gesucht ist eine Abschatzung fiir den globalen Fehler.

€ = yj = u; = y(t;) — un(ty). (2.10)

Um e; abzuschétzen, mufl man erst den lokalen Fehler (den Fehler in jedem
einzelnen Schritt der Diskretisierung) abschitzen.

Sei y die exakte Lésung von (2.1) und sei y(f) = z. Dann wird definiert:

; y(i+h)—z o
A(t,z,h,f) = { h furh;é(]

f(t,2)  fiir h=0. (2.11)
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Fiir die Niherung aus dem Einschrittverfahren (2.7) gilt:

M — (i, 2, b, f). (2.12)

Die Grofle
w(d, 2 by f) = (A, 2, b, f) — B(F,2, b, 1)) (213)
heift lokaler Diskretisierungsfehler in (i, 2).

Hier ist 7 ist das Ergebnis, wenn man y(t) fiir u, in (2.12) einsetzt. d.h., 7
gibt an, wie gut die exakte Losung die verwendete Integrationsvorschrift in
einem einzelnen Schritt erfiillt.

Im Fall des Euler-Verfahrens besitzt der lokale Diskretisierungsfehler die
unmittelbare Bedeutung der Differenz zwischen dem exakten Wert und dem
erhaltenen Niherungswert, falls zuvor vom exakten Wert ausgegangen wurde.
(Siehe Beispiel 5.)

Damit ein Einschrittverfahren verniinftig ist, fordert man dass
. N 1 .
Hm(A(t, 2, h, f) — ®(t, 2, h, f)) = lim —7(t, 2, h, f) = 0. (2.14)
h—0 h—0 h

Da aber

lim A(i, 2 b, f) = y/(B) = £(F.2),
h—0
so ist (2.14) dquivalent mit

O(t,2,0,f) = Illi_rf(l]lb(i,z,h, f) = f(t,2). (2.15)

Definition 7 Das FEinschrittverfahren (2.7) heifit konsistent, wenn fir alle
t € [to.to+a] und alle f, deren partielle Ableitungen nach t und y stetig und
beschrankt sind, gilt

lim %T(E, 2.h, f) =0. (2.16)

h—0
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Proposition 8 Das Fulerverfahren ist konsistent.

Beweis. Wir wenden die Taylorentwicklung auf y an, d.h.,

- - - h? . h? -
y(i+h) = y(B) + hy' (1) + 559" (D) + .+ ﬁy(")(t + Oh).
Fiir die Ableitungen gilt:

y(t) = =2

y(i) = f(ty@)

y"(t) %f (t.y(t)

S ) W RTOIG

= ft(iv Z) + fy(fv Z)f(fv Z)-,

wobei f; die partielle Ableitung von f nach ¢, f, entsprechend die partielle
Ableitung nach y bezeichnet. Also folgt:

t=i

p—1

A(t,z,h, f) = y’(f)+%y"(5)+---+ h

—y®(i+Oh)
p.

= f(i,2)+ g (ft(f, 2)+ f,(8, ) f (&, z)) + (Terme h. Ord.).

Beim Eulerverfahren ist ®(#, 2, h, f) = f(#,2). Also folgt fiir den lokalen
Diskretisierungsfehler:

(f 2 h’v f)

T

h

A(t, 2z, h, f) — O, 2, h, f)

= g (fit.2) + fy(1,2) f(1, 2)) + (Terme h. Ord.)
= O(h) = 0 fir h — 0,

und damit ist das Euler-Verfahren konsistent. 0O

2.4 Abschitzung des globalen Fehlers

Bisher haben wir nur den lokalen Fehler betrachtet.

Was kénnen wir iiber den globalen Fehler sagen ?
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Theorem 9 FEs geniige ®(t,y, h, f) auf einem Streifen T x R* einer Lip-
schitzbedingung mit Lipschitzkonstante L beziiglich vy, dh.

[D(L, y1, h, f) — ®(t,y2, b, f)] < Llys — w2l

wobei | | der Betrag oder (falls n > 1) eine Norm ist. Dann gilt fiir den
globalen Fehler
em:y(tm)fumv m=0,...,N

folgende Abschdtzung:
tm — 1 B
lem| < <|60\ + ('hi“)rh> eltm=to) = 0,...,N. (2.17)

Dabei ist 7, = max; |7;| und 7; = 7(tj,y;, h, ) der lokale Diskretisierungs-
fehler bei t;.

Beweis. Es gilt

Ujpr = Uj+ hq)(tjv Uj, h, f)

Wtz = ot + Ryt b f) + 17ty ults) b )
A
und damit erhalten wir
eisr = Y(tin) —uin
= ylty) —u;+7(ty, y(ty), hy )+ BI(L5, y(t;), b, f)
€j

7(1)(1".77 j, hz f)}
lej| + 7 + hLle;|
(1 + hL)|ej| +

N

= lejil

Mit dem nachfolgenden Lemma 10 folgt:

m—1
lem| < <8O|+ZTJ'> enth
=0
< (\r':o\—r-mT;,,)emLh

bt — 1
( m - O)Th)er,(tm—to)

(Jeol +
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wegen mh = t,, —to. O
Falls 7, = O(h**1) und eq = 0, so geht |e,,| — 0 fiir h — 0 wie (¢, —
to) hPe!(tm=to)
Lemma 10 Falls p; > 0,1m; > 0,2; > 0,i=0,1,2,... und
Zm < (14 pme1)Zm—1 + Dm—1 Ym=1,2... (2.18)

so gilt

m—1

m—1
S
o < (z0+ S nj> e Wm=1,2,... (2.19)
i=0

Beweis. Per Induktion:

m = 1:
21 < (14 po)zo + 1m0 < (20 + 10)€™
m—m+ 1
Zm41 S (1 + pm)zm + Tlm
V. m—1 mz‘ »
< (14 pm) <zo + Zm) €= 4
j=0
Dann gilt
L % Pi - mil Pi i Pi
i=0 7=0 >14pm >1

und damit folgt die Behauptung. 0O

Im Falle des Euler-Verfahrens ist die Lipschitzbedingung gerade die iibliche
Lipschitzbedingung an die Funktion, die typischerweise fiir die Existenz- und
Eindeutigkeit der Losung (siche z.B. [4, 24]) benétigt wird.
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Bemerkung 11 Diskussion der Ergebnisse. Als Losung ergibt sich:

e Falls die Lipschitzkonstante L gross ist, so ist die Differenti- y(t) = cos(t).
algleichung instabil (siehe Beispiel 4). Dann wird ein Fehler
am Anfangswert, aber auch jeder lokale Diskretisierungsfehler
stark verstérkt.
Lisungsverhalten fiir Schrittweiten
e Die Konstante L ist leider im allgemeinen nicht bekannt. hy = 3/50, hy = 3/100, hy = 3/5000000

e Ist L gross, so ist das eine schlechte Eigenschaft des mathe-
matischen Modells, und es ist dringend notwendig zu iiber-
priifen, ob dieses Problem im realen physikalischen Problem Lésungsverhalten Fehlerverhalten
auch auftritt. Wenn ja, so ist dieses Anwendungsproblem mit ‘ ‘ 02 ‘
numerischen Methoden nur sehr schlecht zuginglich. Wenn y(t)
nein, so sollte die Modellierung iiberpriift werden.

e(te, h)

e Ein weiterer Verstirkungsfaktor fiir den Fehler tritt auf, wenn 05
wir iiber sehr lange Zeiten rechnen, d.h. wenn ¢y —t, sehr gross
ist, denn dann addieren sich auch viele kleine, in jedem Schritt
gemachte Fehler. Man sollte iiberpriifen, ob das wirklich ge-
wollt ist. or

e Wenn aber L und #y — #; beide nicht sehr gross sind, sollten
wir einen kleinen globalen Fehler erhalten, wenn der lokale
Fehler klein ist. _ost

Sind wir damit nicht eigentlich fertig? ZjEf- h3)

y(t)
J y(t, hy)

. . ]7(7‘/[1) 0

Wir bréuchten ja nur A — 0 schicken, dann wird 7 klein und
damit auch der Fehler.

10°

Schauen wir mal an was auf dem Rechner passiert, wenn h — 0.

Anmerkung: Die Ergebnisse wurden mit einfacher Genauigkeit unter F77
Beispiel 12 Betrachte das Anfangswertproblem: berechnet.

y' = —tan(t)y, y(0) =1



Kapitel 3

Fehleranalyse

In diesem Kapitel wollen wir uns anschauen was auf einem Rechner passiert,
wenn wir ein numerisches Verfahren implementieren.

3.1 Rechnerarithmetik
Die Zahlendarstellung auf dem Rechner verwendet den folgenden Satz:
Theorem 13 (p—adische Entwicklung)

Istr € Ryp € Nyp > 1, so gibt es ein eindeutiges j € {0,1}, ein eindeutiges
I € Z und fiir alle k € Z mit k <1, eindeutige vy, € Z, so dass

r= (=17 > w (3.1)

wobei vy # 0 firr # 0, j =1=0 fir r =0 gilt, ausserdem 0 < v < p fir
alle k <1 und v, < p—1 fir unendliche viele k <.

Beweis. Siehe z.B. [8]. O

Bemerkung 14 Die letzte Bedingung schliefit Zahlen wie 3.99999 aus.
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Beispiel 15 Betrachte r = 18.5 und p = 2.
ro= (D21 %27 0%2° 412" 022 +0%23 +1x2%)
10010.1 Dualzahldarstellung oder Bindrdarstellung
p = 16
ro= (—1)°8%167" +2%16° + 1% 16)
= 12.8 Hezxadezimaldarstellung
Ziffern (0123456789 ABCDEF').

Die Konvertierung zwischen verschiedenen Darstellungen geschieht durch Di-
vision durch p mit Rest fiir ganzzahligen Anteil und Multiplikation mit p fiir
Nachpunktanteil. Nach Theorem 13 ist

r= (=07 ) (Y| (3.2)

wobei ;7 <la| <1, da~ #0.

Definition 16 Die Darstellung r = a - p* heisst normalisierte Gleitpunki-
darstellung von r beziiglich p. a heisst Mantisse, b der Exponent von r.

oC
a = VMZn,-p Yomit g #0
=1

t
b = Vi B, Vi Vi Vorzeichen .
i=1

Auf einem Rechner ist fiir die Darstellung (im allgemeinen, in normierter
Sprache) nur eine feste Anzahl von n Stellen moglich.

Diese n Stellen werden aufgeteilt in [ Stellen fiir die Mantisse und m Stellen
fiir den Exponenten. Die Zahl
Vir(anp™ + agp=2 + -+ + alp—l)pvﬂ(ﬂlp"‘*‘+---+Emp°) (3.3)

mit oy # 0 wird durch die Angabe Vyain---qVgfi - - - B, codiert.
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Beispiel 17 Betrachte
ry = —1234.567890, r, = 0.01234567890
p = 10, 1=9, m=2.

Die normalisierte Gleitpunktdarstellung ist

r = —0.123456789 x 10*
= —123456789 + 04,
re = —0.123456789 % 10 *

= —123456789 — 01.

Definition 18 M(p, [, m) bezeichnet die Menge der in normalisierter Gleit-
punktdarstellung codierbaren (darstellbaren) Zahlen, auch Maschinenzahlen
genannt, mit Basis p, mit | Stellen fir die Mantisse und mit m Stellen fir
den Ezponenten (jeweils zur Basis p).

Beispiel 19 M(2,3,3), d.h. p=2 undl=m =3

verfiighare Mantissen | verfiighare Exponenten
+000 = +0 1, 1

+100 = 43 +001 = +1 2, %
+010 = +2 4, &

+101 = +3 +011 = +3 8, 3
+100 = +4 16, ;¢

+110 = +2 +101 = +5 32, o
+110 = +6 64,

+111 =+ +111 = +7 128,55
8

kleinste positive Zahl — z,, = ]52’7 =2"
groBte positive Zahl — Zpay = %27 =112

Maschinenzahlen sind wie folgt angeordnet

xmin=0.015625

‘HH I

‘HH [ I I I I I I
01 2 4 8 16 32
dicht weit auseinander
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3.2 Rundungsfehler (Reduktionsfehler)
Von nun an sei p entweder 10 oder 2¥. Um eine beliebige reelle Zahl darzu-
stellen wird sie gerundet in die Menge der Maschinenzahlen abgebildet,

v: R — M(p, I, m).

Sei v = & (221 aipii) : ptv aq 7& 07-77 €Z= [];mim mmax] U [7'7;]"“‘{\)(7 —ZTmin
Ubliche Rundung auf [ Stellen

+ (Zi,l aip”") -pt falls oy <

! i 1\ .t (3.4)
+ (Zz:](aip ) +p ) -pt falls gy >

() =

N NS

Bei Zahlen ausserhalb von Z gibt es rechnerabhéngige Vorgehensweisen
7.B.

Yz) = 0
[z] < Zmin ‘underflow’

V(z) = sign (2)Zmin
lz| > y(z) = sign (2)Tmax mit Meldung ‘overflow’
* Fmax Warnung ’overflow’

) —al < 27 (33)

Beweis.
Abrunden:
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= p' ) | =pp D g™
i=l+1 i=0
<
p-l
< p'=
<5
Aufrunden:
[y(z) =z = (Z m-p’> P - (Z(mp’) +p’> P
i=1 i=1
= D ap—p 'y
i=l+1

= p'lp " Hap U4
= p'p’! ‘*1 +op Foggep it ‘

(P ;P
—= +1) =p'=
PP ( 27J P B

IN

Proposition 21 Relativer Rundungsfehler Sei = € Z. Dann gilt

LEREIDE W
| ] M,pt 5 2
Beweis. Der Beweis folgt da die Mantisse M, von z die Ungleichung M, > %
erfiillt. O
Beachte, bei M, = }D, d.h. z = ;t gibt es keinen Fehler.
Die Zahl
eps = gp’l =: (macheps) =:u (3.6)

heisst Maschinengenauigkeit (roundoff unit).
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Bemerkung 22 FEs gilt immer eps = min{[d]|| § € [Tmin, Tmax] und |y(1 +
0)] > 1} und
Y(x) = x-(14+¢) mit |e| < eps,
Az) @

wobei & = L=,
T

Beispiel 23 Betrachte 0.2 dezimal mit | = 6,p = 2. Das ergibt 0.0011 in
dualer Darstellung und normalisiert 0.110011%2 2. Rundung aufl = 6 Stellen

ergibt 0.110011 % 272, Riickkonvertiert ergibt sich 2 = 0.19921875.

Rundungsfehler entstehen beim Einlesen, Speichern, Konvertieren,
Rechnen.

Man hat auf dem Rechner nur eine Pseudoarithmetik, denn M ist nicht
abgeschlossen bzgl. +, —, *, +.
Beispiel 24 Betrachte M(10,5,1) und die Zahlen

T = +25684+1
Y +32791 — 2

2.5684,
0.0032791.

Dann gilt
|4 —
r+y = 25716781 ¢ M,z x y = 0.00 84?20 44044 ¢ M

z/y = 783.2637004 ¢ M. ‘

5

Die iibliche Arithmetik in R muss so realisiert werden, dass das Ergebnis
wieder in M ist.

Das Ergebnis der Pseudooperation &), V € {+, —, %, =} ist im allgemeinen
festgelegt durch

gl(xVy) =2y = v(2Vy), fiir z,y €M (3.7

Hardwareméflig wird iiblicherweise mit lingerer Mantisse gearbeitet als im
Ergebnis, dies normalisiert und dann gerundet. Vorsicht: dies gilt nicht
auf allen Rechnern, man kann bése Uberraschungen erleben. (z.B.
auf Rechnern die nicht mit IEEE-Standard—Arithmetik arbeiten.)
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Proposition 25 FEs gelte (3.7). Falls |xVy| in Z liegt, so gilt fir den rela-

tiven Fehler
)y —2Vy
xVy

< eps (3.8)

_|@Vy) —2aVy
n xVy

In R gelten Assoziativ—, Kommutativ—und Distributivgesetz, in der Rechne-
rarithmetik in M gilt im allgemeinen nur die Kommutativitit fiir Addition
und Multiplikation.

Beispiel 26 Betrachte M(10,5,1).

Assoziativitit

0.98765 + 0.012424 — 0.0065432
0.98765 & (0.012424 © 0.0065432)
0.98765 & 0.00588(08) = 0.99353(08)

(0.98765 @ 0.012424) & 0.0065432
1.00007460.0065432 = 0.99351

1.0001

0.9935308

Distributivitdt

(4.2832 — 4.2821) ¥ 5.7632 = 0.00633952
(428326 4.2821) © 5.7632 =
0.0011®5.7632 = 0.0063395(2)
(4.2832 ® 5.7632) © (4.2821 ® 5.7632) =
24.684(93824)  ©24.678(59872)

24.685624.679=0.0060000

Mathematisch dquivalente Algorithmen zur Auswertung eines ra-
tionalen Ausdrucks kénnen bei Durchfiihrung auf dem Rechner
zu wesentlich verschiedenen Ergebnissen fithren, selbst wenn die
Eingabedaten Maschinenzahlen sind. Nichtrationale Operationen
wie /> Sin, exp sind (nicht immer gut) softwareméBig realsiert. Auch
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hierfiir gilt im allgemeinen: Das Maschinenergebnis ist Rundung
des exakten Ergebnisses.

Auf einigen Maschinen ist selbst + nicht fest realisiert oder man hat die
Wahl zwischen billig und schlecht oder teuer und gut.

3.3 Fehlerfortpflanzung

Ungliicklicherweise planzen sich einmal gemachte Fehler (z.B. bei Rundung)
22], |21 < 1).

auch noch fort. Seien x,y mit Fehlern Az, Ay behaftet (

Was passiert bei exakter Durchfiihrung einer elementaren Operation mit
diesen Fehlern, d.h. fiir V € {+, —, %, +} sei 2Vy € M.

Fortpflanzung des relativen Fehlers:

(z+ Az)V(y+ Ay) = 2Vy + A(zVy)
——

abs. Fehler des Ergebnisses
trrxty+ Azt Ay:

Nzx+y) AzxlAy = AIi y Ay

= p— 3.9
Tty Tty r+y = Tty vy (39)

Bemerkung 27 Ist |z £ y| sehr klein gegeniiber |x| oder |y|, so kann der
relative Fehler ausserordentlich verstirkt werden, z.B. wenn zwei anndhernd
gleich grofie Zahlen subtrahiert werden. Dieser Effekt heisst Ausldschung.
Man muss bei der Aufstellung der Algorithmen darauf achten, dass dies so-
weit wie moglich vermieden wird.

Bei Multiplikation und Division tritt keine wesentliche Verstirkung des Feh-
lers auf.

w:xy + Ay + yAz + AyAz -

A(zxy)
INEEY ANy  Nx  AyNz ANy Nz
Alaxy) Ay Az Ayhs Ay Av (3.10)
Tk Yy Y T Ty Y T
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v+ Ax oz yAr—aly

T =+
y+Ay oy yly+Ay)

Ar+y) 1 <?/Ax - xAy) (3.11)
Ty z+y \ yly+ADy) '
yDr—aly  NArooy Ay
T oaly+Ay) oz oy+ Ay y+ Ay
_ Ar Ay
)

Wie beurteilt man nun numerische Verfahren?

Wesentliche Gesichtspunkte sind die Genauigkeit und Verlasslichkeit
des Ergebnisses und die Effizienz, d.h. der Rechenzeitbedarf, der Speicher-
bedarf, die Programmlénge, die Kosten und neuerdings die Vektorisierbarkeit
oder Parallelisierbarkeit.

Die Effizienz hingt stark von der Rechnerarchitektur ab, bzw. von der
Systemumgebung, i.a. kann man dieses gut abschitzen oder testen.

Die Verlasslichkeit gibt an, wie ein Versagen eines Teilprogramms den
Gesamtprozess beeinflusst. Bei der Genauigkeit hat man alle méglichen
auftretenden Fehler zu beriicksichtigen und ihren Einfluss auf das Ergebnis.

Fehler sind hier nicht Programmier oder Hardwarefehler, sondern die Ab-
weichung, eines nach richtig angewendeter Vorschrift erzeugten Resultats,
vom gewiinschten Ergebnis.

Es gibt verschiedene Fehlerarten:
1. Rundungs— oder Reduktionsfehler, s.o.

2. Datenfehler: Ublicherweise sind die Eingangsdaten ungenau, z. B.
Messdaten mit Messfehlern. Das Losen eines Problems entspricht dem
Auswerten einer Funktion f : D — W fiir Datenwerte z € D. Anstelle
von z hat man gestorten Wert Z. Der Datenfehler ist dann f(z) — f(Z).
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Die Empfindlichkeit der Losung des Problems (Auswertung von f), ge-
geniiber kleinen Anderungen in den Daten (in z) heisst Kondition des
Problems. Die gute oder schlechte Kondition ist eine Eigenschaft
des Problems und NICHT des Verfahrens.

Eine instabile Differentialgleichung hat eine schlechte Kondi-
tion.

3. Verfahrensfehler: Exakte Verfahren enden nach endlich vielen Ope-
rationen (bei exakter Rechnung) mit dem exakten Ergebnis y = f(z).
Naherungsverfahren (z.B. das Euler-Verfahren) enden mit einer Nihe-
rung y fiir die Losung y. Verfahrensfehler: 4y — y

Anwender- — Mathem. — Numer. — Prog.
problem Problem Algorithm.
Daten Unsich. Daten = gerund.
x Daten & Daten gl(z)
1 1 1 1
Losung — exaktes — Ergeb. —  Maschinen-
des Probl. Ergebn. des Alg. Ergeb.
Y T y 1 (] 1 g
Daten- Verfahr.- Rund.
fehler fehler fehler

3.4 Fehleranalyse

Um herauszufinden was in einem Algorithmus passiert, machen wir eine Feh-
leranalyse.

Gegeben sei eine Funktion f(ay,....a,) und eine durch Fehler gestérte
Funktion f(ay,...,a,).

Eine Fehleranalyse ist die Verfolgung der Auswirkung aller Fehler, die in
den einzelnen Schritten bei der Berechnung von f auftreten kénnen.

Bei der Vorwdirtsanalyse verfolgen wir den Fehler von Schritt zu Schritt und
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schéitzen fiir jedes Teilergebnis den akkumulierten Fehler ab, d.h. wir verfol-
gen den Fehler, so dass das Ergebnis die Form f(ay,...,a,) = f(a1,...,a,)+
0 hat, wobei 0 der akkumulierte Fehler ist.

Bei der Riickwdrtsanalyse geschieht die Verfolgung des Fehlers so, dass jedes
Zwischenergebnis als exakt berechnetes Ergebnis fiir gestirte Daten interpre-
tiert wird, d.h. der akkumulierte Fehler im Teilergebnis wird als Datenfehler-
effekt interpretiert. Also: f(al, cooya,) = f(a,...,a,) mit gestorten Daten
ai,...,a,. Uber den Fehler im Endergebnis erhilt man so zunéchst nur die
Aussage, dass er einem Datenfehler bestimmter Grofie entspricht, dem dqui-
valenten Datenfehler. Die Grofie der Aquivalenten Datenfehler dient dann zur
Beurteilung der Algorithmen.

Beispiel 28 Betrachte

flar,as) = ay + as, flar,a2) = a; & as.

Vorwdirtsanalyse
a @ ay = ay +ag+¢e(a; +az) |e| < eps,
flai.az) s
0] < eps (Jas| + |az])
Riickwdrtsanalyse

= ar(l+¢e)+as(l+¢e) |e| < eps
flay,az)

Eine Vorwértsanalyse ist im allgemeinen kaum durchfiihrbar, fiir die meisten
Verfahren ist, wenn iiberhaupt, nur eine Riickwirtsanalyse bekannt.

Ein idealer Algorithmus im Sinne der Riickwértsanalyse hat einen &qui-
valenten Datenfehler von der Gréflenordnung der Rundungsfehler oder
Eingangsfehler. Aussagen iiber den Gesamtfehler erhilt man dann iiber
Stdrungssdtze.

Vorteil dieser Vorgehensweise: Auswirkungen der Arithmetik und des
Verfahrens werden getrennt von der Kondition des Problems.

Beispiel 29 Betrachte die quadratische Gleichung v> — 2a,x +a, =0 0 <
a9y K 1< ay.
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Finde die kleine Losung

¥ = flay,as) = ay — \/a? — as

Kondition des Problems: Setze a = (ay,as) und betrachte Taylorentwicklung
von

fla+ Da)=7"

fla+ Aa) = f(a) + #-(a) Aar + 5L (a) Aas

12
+ Terme héherer Ordnung in A\ ay, Aas. (3.12)

voa e A 9f(a)az Day

T* da; =* ay das x* as
S——— S——

+ T.h.0.

Verstirkungsfaktoren fiir

relativen Fehler in Daten.

8f( ) | 1 24 Vai—a; —ay —z*
—(a

3(11 2 (l%—(LQ B \/a%_a@ ; \/a%_a’Q
af( ) 1 1
L a _
day 2\/d} —ay
8f ay —z* ay
—(a)— = —m———~-1 daay<K1l<aq
da, )m* m.r*
af (2} a2 as
ai(a)i* — = - = T ~1
p) T 2¢/ai — asx —y

N

Also ist das Problem gut konditioniert. Erwarten wiirden wir bei einem guten
Algorithmus einen relativen Fehler von c - eps, mit kleinem c.

Algorithmus: M(10,5,1)a; = 6.002,as = 0.01
Y1 1= aq ¥ a4y y1 = 36.024
Yo 1= Y1 — o 1o = 36.014
Y3 := /12 ys = 6.0012

Ti=yYs=a — Y3 | T =ys = 0.00080000
ezakt 0.00083311
£ = 0.039747

FEine Rickwdrtsanalyse liefert
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o= ) =+ )] (0 el < .

= a(14e4) = |21 +2)2(1+e)(1+e2)(1+e3)% —ay (1 +e2)(1 4 25)%(1 +&4)

2

14eg 14eg
c5 <4eps |egl<5 eps

= (11(1%‘54)7 ((1,1(1"‘54))27(12((1'*‘56)761%(]_:7’:4)285)

14eq

7 < eps (5+4-L))
7 a [as]

Der Rechner liefert die exakte Lisung von x%—2a;(14¢c4)x+as(1+27) = 0 mit
2

les] < eps und |e7] < eps (5+4%)), d.h. der Algorithmus ist ungeeignet.
az

grop

Definition 30 FEin Algorithmus fiir den die Rickwirtsanalyse liefert, dass
das berechnete Ergebnis das erakte Ergebnis eines gestorten Problems mit
Storungen der Gréifienordnung c- eps ist, heisst numerisch riickwirts stabil.
Ein Algorithmus fir den die Vorwdrtsanalyse liefert, dass das berechnete Re-
sultat einen relativen Fehler der Griflenordnung c- eps hat, heisst numerisch
vorwirts stabil. Ansonsten ist der Algorithmus numerisch instabil.

Faustregel:

Gut konditioniertes Problem und stabiler Algorithmus — gute
Ergebnisse.

Schlecht konditioniertes Problem oder instabiler Algorithmus —
unsichere Ergebnisse.
3.5 Fehleranalyse bei Einschrittverfahren

Wir wollen nun mit diesen Erkenntnissen die expliziten Einschrittverfahren
untersuchen.
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Wir haben schon im Beispiel gesehen, dass der Fehler wichst, wenn wir i
zu klein machen. Woran liegt das?

Die Lipschitzkonstante L, gibt im wesentlich an ob das Problem schlecht
konditioniert ist. Leider kennen wir diese im allgemeinen nicht.

Was passiert bei der Implementierung des Verfahrens?
Wir berechnen
Uiy = Ui + h®(ti, ui, hy f), uo = yo.

Dabei machen wir einen Approximationsfehler aber auch Rundungsfehler bei
der Auswertung von ® und bei der Summe und Multiplikation.
Auf dem Rechner erhalten wir

iy = gl(yo) = yo + €0, leo| < eps
i1 = gl(t;+ gl(h* gl(®(L, W, h, [))
= 77'i_Fh’q>(1:i7ﬂ’i7h’7 f) + i1, (313)

wobei
€ig1 = h® (L, g, hy f) (st + pig1) + Tig10i41 + Oeps?). (3.14)

Dabei ist ;41 der Fehler bei der Berechnung von ®, p;,1 der Fehler lzei

der Berechnung von h® und 0,41 der Fehler bei der Berechnung von 1, + hd.
Wenn h klein ist, konnen wir annehmen, dass
(g1 + flig1) K Uip10541.
Damit haben wir grob, dass €11 & 0;411;41.
Theorem 31 Rundungsfehlereinflul beim expliziten Einzelschritt-

verfahren.
Seien u;, i =0,...,N die (theoretischen) Verfahrenswerte, die gemdfs

Ui = Ui + (L, ui b, f),  ug =0
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gewonnen werden, und seien u; die vom Rechner hierfiir gelieferten Werte,
fiir die gilt

Ui = U5 + h®(t;, Wi, h, f) + €41, T = ug + €.

Die Inkrementfunktion ® geniige einer Lipschitzbedingung mit Konstante
L bzgl. uw und es sei |e;] < e=ceps firalle0=1,...,N.
Dann gilt fiir r; = u; — u;, dass

t,, —
R

Beweis. Wir haben
Tigr = Ti + W[ (Ls, Uy, hy f) — P(ti, ui, by f]+ €41

also
[Tiza] < (1 4+ AL)|ri| + e

Nach Lemma 10 gilt daher
mLh tm — o L(tm—to)
] < (frol + me)em™ = (|rg| + 22— e)ettnn),

damh=t, —t;. O

Damit konnen wir nun den Gesamtfehler E; := @, — y(t;) bei expliziten
Einzelschrittverfahren charakterisieren.

Theorem 32 Gesamtfehler.
Mit den Bezeichnungen und Voraussetzungen von Theorem 31 und mit 7, =
max; |7;| und ; = 7(t;, yi, h, f) folgt fir m=0,..., N, dass

(tm - tO)

| Bl =l — y(ta)| < eXm ©)Jeg] + h

(71 + ceps)].
Beweis. Wir haben Fy = ¢g und

Eivt = U1 — Yipr = (U1 — tigr) + (Uigr — Yis1) = Tiga + €iq1-
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Wir haben e;;; in Theorem 9 und r;;; in Theorem 31 berechnet. Damit
ergibt sich

‘EM‘ = ‘T7n+em‘ < ‘TM‘+‘em‘

Th + ceps _
(\ro\ + leo| + (tm — to)%) Llim—t0)

IN

Bemerkung 33 Diskussion der Ergebnisse:

Th

e Falls h groB ist, so ist 7> grofl und “* klein.

e Falls h klein ist, so ist 7+ klein, aber % grof3.

e Wir miissen h klein machen, damit 7 klein ist, wir diirfen es
aber nicht zu klein machen, weil sonst der Anteil des Fehlers,

der von den Rundungsfehlern herriihrt den Fehler dominiert.

e Wir brauchen daher Verfahren héherer Ordnung, d.h., Ver-
fahren, bei denen 7> = O(h?) mit moglichst groflem p, denn

dann konnen wir den Gesamtfehler schon mit relativ groflem
h klein machen.



Kapitel 4

Interpolation

4.1 Einfithrung

Wir haben gesehen, dass wir fiir die numerische Lésung von Differential-
gleichungen Verfahren héherer Ordnung bendtigen. Um solche Verfahren zu
erhalten, und auch aus vielen anderen Griinden wie

e Approximation von Funktionen,
e Darstellung der Lésung von Differentialgleichungen als Kurve,

e CAD (Computer Aided Design),
CAGD (Computer Aided Graphic Design),

e Bildverarbeitung,
e Signalverarbeitung,
e ...

miissen wir uns mit Interpolationsmethoden beschéftigen.
Betrachte einen Typ von Funktionen z.B.

1. Polynome
P(z) = ap + a1 + agx + ..+ a,z™; (4.1)
2. Rationale Funktionen
P(z) = ao + @z + asx? + ...+ apa : (4.2)

Gni1 F Upp2® + Q38" + 0+ Ay 2™

41
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3. Trigonometrische Polynome

P(z) = ag + ae” 4+ ape® 4L ane™ (4.3)

4. oder Splines, dies sind stiickweise Polynome.

Eine Interpolationsaufgabe hat dann die folgende Form:

Gegeben Werte (5, f;) fir i = 0,1,...,n (diese heiflen Stitzstellen oder
Knoten), finde Parameter aq, .. ., a,, so dass

P(zi, a9, ...,0,) = fi, i=0,...,n. (4.4)

Beispiel 34 Interpolation durch stiickweise lineare Funktionen. Gegeben sei-
en die Stiitzstellen, die das Euler-Verfahren firy' = f(t,y), mit Anfangswert
y(to) = yo berechnet hat,

(tivui)v i= 07 N

Bestimme eine stickweise lineare Funktion (linearer Spline), die diese
Punkte verbindet.

4.2 Polynominterpolation

Eine der wichtigsten Interpolationsaufgaben in der Praxis ist die Polynomin-
terpolation.
Mit der Bezeichnung

II,, := {Polynome vom Grad < n}
erhalten wir den folgenden Satz:

Theorem 35 Lagrange-Interpolation’
Seien n+ 1 Stitzstellen (x;, f;),1=0,...,n, mit x; # x; firi# j gegeben.
Dann gibt es ein eindeutig bestimmtes Polynom p € 11, mit
plzi) =fi,  i=0,....n (4.5)

1J.L. Lagrange, Franzosischer Mathematiker 1736-1813




4.2. POLYNOMINTERPOLATION 43

Beweis. Zuerst zeigen wir die Eindeutigkeit des Interpolationspolynoms: An-
genommen, es existieren zwei Polynome py, ps € II,, mit

pi(zi) = pa(ai) = fi, t=0,....,n
Dann definiere p := py(z) — pa(z). Es gilt: Grad p < n und
p(x;) = pi(z:) — pa(zi) = 0, i=0,....n

p hat n + 1 Nullstellen. Mit dem Hauptsatz der Algebra folgt:

und damit

P = Da.
Nun zeigen wir die Existenz, indem wir das Interpolationspolynom konstru-
ieren: Sei

o
Li(z) = | | —. 4.6
w=117—" (16)
I
Fiir die L; gilt an den Stiitzstellen zy:
1 firi==k
Li(xy) = {0 fiic i £ k- (4.7)

Daraus folgt, dass

p(z)

I
Ind
=
N
=

I
Pl

1=
8=
|

h& g&
=
oo
)

die Interpolationsaufgabe 16st. O

Die L;(x) heifien Lagrange—Interpolationspolynome. Sie bilden eine Basis
fiir I1,,. Eine andere Basis ist 1,z,22, ..., 2". Beide Basen sind jedoch fiir die
praktische Berechnung ungeeignet. Fiir die numerische Berechnung verwen-
den wir zwei andere Ansétze.
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4.2.1 Das Verfahren von Neville und Aitken

Definition 36 Gegeben seien die Stitzwerte (xy, f;),4 = 0,...,n und eine
Teilmenge {ig, ..., ix} C {0,...,n}. Dann bezeichnet P,y € 1), das Poly-
nom mit der Figenschaft

Pi,n,...,v',lC (117) = fi_jv ] = 07 ERRE] k (49)

Dann erhalten wir fiir diese Teilpolynome die folgende Rekursionsformel:
Lemma 37 FEs gilt:
Py (x) = fi, j=0,...k, (4.10)

Bn,...,ik (.L) _ (I B Iin)Pil-,---,ik (I) B (I - Iu_) P’ig,....ik,l(m) ) (411)

Liy, — Ty

Beweis. Die Formel (4.10) ist klar. Zum Beweis von (4.11) sei ¢(x) die rechte
Seite von (4.11). Der Grad von ¢(z) ist nicht grofer als &, daher gilt

0— (‘Tin - ‘Tix-)Pin,----,ik 1(‘T’in)

qla) =
to .Tik — .T,'n
= Pio,---,ikq ('Tio)
= fint
('T’ik — 'T’io)Ph,...,ik (TZA) -0
q(xik) o
Ti, — Tig
= Pin---ﬂ?k (CE”)
= fi-

Weiterhin gilt fiir j = 1,...,k — 1, dass

(3, = 2iy) P (145) — (33 — 24, Pry,i o (73)
Liy, — Ty
(i, — Ivﬁn)fftj — (my; — Iik)fib,

Tijy, — Tig

q(zy) =

k
= fi

Die Behauptung folgt dann aus der Eindeutigkeit des Interpolationspoly-
noms. 0O

Damit kénnen wir nun einen rekursiven Algorithmus aufbauen.
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Algorithmus 1 Algorithmus von Neville-Aitken?

Gegeben sei eine Stelle x an der das Polynom Py ;.. , ausgewertet werden
soll.

Konstruiere mit Hilfe der Rekursionsformel (4.10), (4.11) das folgende Ta-
bleau:

xo | fo = Po(x)
N Poa(z) = (I*M)Pl(;):xfm)”o(m
T | i =P (T) —
5 Pl - e -
Ty | fo= PQ(I) P0,1,...,n($)
: —
- P, l,n(x) _ (z=mn IJPT;(:);:T;In)Pn 1(x)
Ty fw = Pn(z)

Beispiel 38 Gegeben seien die Stiitzstellen (0,1),(1,3), (3,2). Die Auswer-
tung erfolgt an der Stelle x = 2.

= Po(a) = L = 5

(2 03 (

1]3=P(x) = Ppa(r) = 570
- Pr(r) = =0 5

Der Algorithmus von Neville-Aitken ist gut geeignet, um das Interpolati-
onspolynom an einer oder wenigen Stellen auszuwerten, aber nicht um das
Polynom selbst zu bestimmen, oder viele Auswertungen zu machen, (wie man
sie zum Beispiel fiir einen Plot braucht).

4.2.2 Interpolation nach Newton

Eine Alternative zum Neville-Aitken Algorithmus stellt die Newton-
Interpolation mit Hilfe von dividierten Differenzen dar.

2A.C. Aitken, Neuseeléindischer Mathematiker, 1895-1966

2 35 _ 10
-3
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Definition 39 Seien Stiitzstellen (z;, f;),i = 0, ..., n gegeben. Der Ausdruck

flziy .. xivk], definiert durch die Rekursion
flz] = fi (4.12)
Flti . wig] = Flwisn, o Tiga] — flas .. 7xi+k—1]7 (4.13)
Titk — Tg

i=0,....,n, k=0,...,n—1,

heifit k-te dividierte Differenz von (x;, f3), .., (Tiyk, fivk)-

Fiir die Berechnung der dividierten Differenzen haben wir wieder ein Schema:

k=0 k=1 k=2 k=3
xo | fo= f[Io} N
flro, 1] = f[T;l]:ﬁm]
o | fr=fln] < fleo, @y, a0]
floy. o] = —f[?;ﬁm < flwo. ... 25
T2 f2 :f[l’z} < f[-7317127-733] <
flogiwg] = L2 O
73| f3= f[-Tﬂ < '
Ty :

Als Basis von II,, verwenden wir die Newton-Basis®:

No(z) =
Ni(z) = | (x —x;) (4.14)
.(zf:ro)(:rfxl)...(zfxi 1), i=1,...,n.

3Sir Tsaac Newton, 1643-1727, englischer Physiker und Mathematiker
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Das Interpolationspolynom wird dann folgendermaflen konstruiert:
n
Po,.n(x) =D 7iNi(). (4.15)
=0

Die Koeffizienten ergeben sich aus den dividierten Differenzen mit folgendem
Theorem.

Theorem 40 Fs gilt

Py iwi(x) = flwi] + floi, i) (x — 25)
Fflwi wigr, Tiga)(x — 23) (0 — 2i41)
+...
+ @i ig1s i) (@ — @) (@ — 2i) (T — Digg 1)

Insbesondere ist v = flzo,...,xi], d.h. die oberste Zeile im Schema der
dividierten Differenzen liefert die ;.

Beweis. Wir verwenden Induktion iiber k.
Fiir £ = 0 ist die Behauptung offensichtlich wahr.
Sei die Behauptung wahr fiir £ — 1 > 0. Dann gilt:
Py k() = P ik 1(2) +y(x —25) . (@ — i 1),
wobei v gerade der Koeffizient von z* ist.

Wenn wir zeigen, dass v = f[2;,. .., Zisx), so gilt die Behauptung auch fiir
k. Nach (4.11) ist

(2 — i) Py, sk (2) — (@ — Tign) Pi ik ()

Pi,i+1,...,i+k($) =

Titk — Ti
Nach Induktionsvoraussetzung ist flzii1,...,%i4x] der Koeffizient zu
2F U von Py ip(x) und flag, ... 241 der Koeffizient zu 2% ! von
P, itk—1(x). Also ist
Tigty ey Tigk] — flaiy ..oy @ipp_
f[ i+1y 3 1,+k} f[ i s Uitk 1] :f[Tl77Tl+k

Titk — Tg

der Koeffizient zu z* von P, iwk(z),dh. . O
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Beispiel 41 Betrachte die Stiitzstellen ;l = ; g .
Ji=

Wir erhalten das dividierte Differenzen Schema:

o

T =0 | flrg] =1
flzo,x1] =2
21 =1 f[z1] =3

=

N
flwos w1, 0] = —
7

flan, 2] = *15

NN S

Ty =3 | flag] =2

und damit

Pyia(r) =142z —0)— %(1 —0)(z —1).

Zur Auswertung von Polynomen verwendet man iiblicherweise das Horner-
Schema?. Dazu schreibt man das Polynom als

P(z) = ag+ a1z + asx® + ..+ apa”
= (--((anz+a, )z +a, 2)z+...+a)z+a

und erhilt fiir festes z die Rekursion:

g1 = 0,
Uy = Tupyi +ay, k=mn,...,0, (4.16)
P(z) = wup.

Der Vorteil des Horner-Schemas ist, das die Auswertung n Multiplikationen
und n Additionen benétigt, also 2n flops kostet. Wenn man mittels der nor-
malen Darstellung auswertet, wiirde das 2n? flops kosten.

Fiir die Newton-Basis erhalten wir ein analoges Schema:

Algorithmus 2 Hornerschema fiir Newton—Basis

P(z) = Z’YiNi(f),

Ni(z) = (v —mzo)(x —m21)...(x —xi4),
Ni*] (17) ("L’ - ."L’z',]).
4W.G. Horner, 1786-1837, englischer Mathematiker
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Rekursion fir festes x:

Uppr = 0,
up = (& — 2p)upsr + Ve k=mn,...,0, (4.17)

In diesem Fall werden zur Auswertung des Polynoms n Multiplikationen und
2n Additionen benétigt, die Kosten betragen also 3n flops.

Bemerkung 42 Die Newton—Interpolation in Verbindung mit dem Horner-
schema bietet bei der Bestimmung eines Interpolationspolynoms eine Reihe
von Vorteilen:

e Finfache Berechnung des gesamten Interpolationspolynoms mit divi-
dierten Differenzen.

e Leichte Auswertung mit dem Hornerschema.
e Finfaches Hinzufiigen weiterer Stiitzstellen.
e flzo,...,x,] ist symmetrisch in den x;, d.h. die Reihenfolge ist egal.

e Der Rundungsfehlereinfluf$ ist durch Umordnung der Stiitzstellen redu-
zierbar.

Dividierte Differenzen lassen sich auf znsammenfallende Stiitzstellen 2; = z;
erweitern falls f(z;) = f(z;).

o Lt bl = fl

flow,m] = }lll_m [ = f'(x)
h, 2h] — . h
_ g flog + 2h] — 2f[xp + h] + flxg]
= lim
h—0 2h?
= )
flog, o] = %f(m)(xk)-

m+1 mal
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Damit kann man dann allgemeine Hermite Interpolation® durchfiihren, bei
der fiir mehrfache Stiitzstellen jeweils die entsprechenden Ableitungen mit
interpoliert werden.

Beispiel 43

co

To f[In] N c1
o) e
wo | flzol @) e
f'(z0) < flwo,zo, 0. 21 N cq
@0 | flza] < flzoswa, 1] < Jlzo zo, o, 1, 21]
flzo, 1] < flzo, o, z1, @1’ <
z1 | flz1] < flzo, 1, 1] < flzo, zo, 1, 21,21] 7
f(z1) < flzo,xr,z1,21] 7
o | Jlaa] @y
fFay 7
o | flz] 7
Das Interpolationspolynom ist damit
Pgo(]ln(x) = +61(I7I0) +CQ(I *Ig)2+03(.’ﬂ 7‘%0)3
tes( — 20)* (2 — 1) + c5(z — 20)(x — ).
Beispiel 44 Betrachte Stiitzstellen xq, g, 1, 1, ... . Das Schema ergibt

Pooniaa wk(x) = [co+ er(w — )] + [ea + ca(w — @1)](x — 10)2
+Hea + es(z — m9)](x — 20)* (2 — 210)? + -+

Hlear + e (= zp)|(w — 20)? - (2 — )
Es gilt fiir i =0, ...,k die Bedingung

Poo.ii(@i) = f(@),
Pr;(]kk(Tz) f’(-Ti)-

5C. Hermite, Franzosischer Mathematiker, 1822-1901

C5
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Wir wollen die Interpolation verwenden, um Verfahren héherer Ordung fiir
die Losung von Differentialgleichungen zu konstruieren. Dazu miissen wir die
Frage kldren:

Gegeben eine Funktion f und Auswertungsstellen zg,...,z, und Werte

fi=f(zy) fiiri=0,... n.

Wie gut approximiert das entsprechende Interpolationspolynom
Po...n(z) die Funktion f?

Theorem 45 Die Funktion [ sei n+ 1-mal differenzierbar. Dann gibt es zu
jedem T eine Zahl & aus dem kleinsten Intervall 1, das alle x; und & enthdlt
(konveze Hiille I = Clxg, ..., x,, &), so dass

JAR(3)

(4.18)

wobei w(z) = [Tl (z — x;).
Beweis. Sei fir & # z;
F(x):= f(z) — Pop,..n(x) — kw(x).

Bestimme & derart, dal F'(z) = 0. Dann hat F(z) in Clzg,..., 2, 2] n+2
Nullstellen xq, ..., z,, .

Nach dem Satz von Rolle hat dann F'(z) mindestens n + 1 Nullstellen, ...,
F®4D(2) mindestens eine Nullstelle & € Clxy, - . ., 2,3].

P (1) =0 = FU(e) = f0(e) — k(n+ 1)1 = 0

()

k= .
— (n+1)!

Wie sieht w(z) aus?
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X107 w(x), n=10, aequidistante Stuetzstellen
T T T

0.4 1

0.2r 1

Die Funktion w(x) wiichst aulerhalb von Clzy, . .., x,] stark an und oszil-
liert sehr stark. Man sollte daher das Interpolationspolynoms auflerhalb von
Clzg, ..., x,] nicht verwenden und und damit der Fehler nicht grofler wird,
nicht zu viele Stiitzstellen haben.

Sei nun f : [a,b] — R gegeben, f geniigend glatt. Dann kann ich f beliebig
genau durch Polynome interpolieren. Man koénnte nun vermuten, dafl die In-
terpolationspolynome gegen f konvergieren, falls ich die Intervallunterteilung
feiner und feiner mache.

Betrachte eine Folge von Unterteilungen

Ny = {a:zgm)<:c§m)<---<x£l’fn):b},

H AN H = m?x ‘"LE-T% _ wﬁm)\.

Theorem 46 [Satz von Faber[’ Zu jeder Folge von Intervalleinteilungen N,
von [a,b] kann man eine auf [a,b] stetige Funktion f finden, so dass die
Polynome Pp, die auf (xl(-m), f(zrgm))),’i =0,...,n,, interpolieren fiir m —

oo NICHT gleichmdfig gegen f(x) konvergieren.
6G. Faber Deutscher Mathematiker, 1877-1966
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Nur fiir ganze Funktionen gilt fiir alle || A, || = 0, P,, — f gleichmiiBig.
Fiir beliebige stetige Funktionen gibt es spezielle A\,,, diese sind i.a. nicht
dquidistant.

4.3 Trigonometrische Interpolation

Wenn Interpolation fiir ein Problem gemacht werden soll, welches periodi-
sches Verhalten aufweist, so bietet es sich an trigonometrische Polynome zu
verwenden, d.h., jetzt soll die Funktion f (oder die Folge von Stiitzstellen),
im Intervall [0, 27] durch ein trigonometrisches Polynom der Form

P() = Bo + B1e™ + Boc®® 4+ Bp_gemVE (4.19)
durch die Stiitzstellen (zy, fr),k =0,...,n — 1 mit
Tp = kg—ﬂ, freC
n
interpoliert werden. Dies nennt man auch diskrete Fouriertransformation”.
Dabei soll P(x) die Interpolationsbedingung
Play) = fr, k=0,...,n—1 (4.20)
erfiillen. Aus der Periodizitdt von P(z) folgt
P(ey) = fr,  k=...,-3.-2,-1.0,1,2,3,.... (4.21)
Setze

w = e wy, = ek | (422)

Dann ist die Interpolationsaufgabe identisch mit der Aufgabe
p(wy) = fr, k=0,....n—1 (4.23)
mit

p(w) = By + frw + fow® + ..+ Byaw™ (4.24)

Wir erhalten das folgende Theorem:

7J. Baron de Fourier, franzosischer Physiker und Mathematiker, 1768-1830
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Theorem 47 Sei z), = %,fk beliebig fir k = 0,...,n — 1,n € N. Dann
gibt es ein eindeutiges trigonometrisches Polynom p(w) = By + biw + - -+ +
Bn1w™ Y mit p(wy) = fr, fiir wy =e"*, k=0,...,n—1.

Zusdtzlich gilt

i) wp=uwh VjkeZ

A L
i firj=1
i) ,;Omkwk = { 0 firj#1,0<5,1<n-—1.

Beweis. Die Existenz und Eindeutigkeit folgt aus Theorem 35.
Teil 1) ist trivial.

Um Teil ii) zu zeigen, beachte, dass fiir alle £ = Z, jedes wy, eine Nullstelle
von

wh—1=(w—1)(w" " +uw"?

ist. Fiir k£ # 0, +n, +2n, ist wy, # 1, also folgt

1) =0

—

n—

w

,J n kE=0,£n,4+2n,...
71 0 sonst.

Il
o

Die n Vektoren ®; = (w},.. Swl ), j=0,...,n—1 bilden eine Ortho-
normalbasis von C" unter dem Skalarprodukt

1 n—1
£ == f9; (4.25)
7=0

(diskrete Version von (f,g) = £ [ f(x)g(z)dz), denn es gilt

lq%ﬂ

1 =1
[‘I’J‘*‘I"]*{o jA£l 0<jl,<n-1.

Damit erhélt man eine explizite Formel fiir die Koeffizienten f3;.
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n—1
Theorem 48 Sei p(z) = 3 Bre'*® das interpolierende trigonometische Po-

k=0
lynom fiir p(xy) = fr, k=0,...,n—1, so gilt

n—1 n—1 Ly
1 . 1 —2miky )
B = " kgo frwy” = - kio frexp {T} ,j=0,...,n=1. (4.26)

Beweis. Aus dem Skalarprodukt [e, e] folgt

n—1
1 .
= few = [f,@5) = [Bo®o + - -+ + Boo1 Py, &) = 5.
n k=0
i

Bisher haben wir komplex gearbeitet, es gibt aber auch eine reelle Version:
Beachte, dass ¢ = cosx + isinz und setze

2 e ok
A = gg‘fkcosT,

9 n—1 92 k (427)
. )
B; = o ; frsin p_
Fiir reelle f; sind A;, B; reell und es gilt
1 n—1 1 n—1 )
Bu—j = - > fwl = - > few], (4.28)
k=0 k=0
1 . 1 .
B]' = 5[/4] — lBj},,Bn i= 5[14] + lB]'L (429)
und _ _
Bjwi + Bn—jwy ! = Aj cos jay, + Bjsin jay. (4.30)

Damit erhilt man die reelle diskrete Fouriertransformation.

Die Koeffizienten Aj, B; sind diskrete Approximationen an die Fourierko-
effizienten

f(z)cos(kz)dz, k=0,...,n—1,

5=

;Hﬂg‘%s

Q
el
|

>
=
Il

f(x)sin(kz)dz, k=1,...

a0=

56
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SN —1 mit xp = % Man setze

firj eZ
N 1
A = ZY fucos(kr)),
A5 (4.31)
Bj = %kz%fksm(k@)

Definiere fiir ungerades N = 2M + 1

4 M
U(z) = 7“ + ;(Ak cos kx + By sin kx) (4.32)
und fiir gerades N = 2M
4, M1 A
U(z) = 70 + ; (Ay cos kx + By sin kz) + % cos Mz, (4.33)

so gilt
\IJ(Tk) :fk, k:(),...,JV*l.

Beweis. Mit N = 2M folgt

N-1 M-1
fr= Z Bywi = By + Z (Bjwi + ﬂN,jw,(CNﬁ)) + Buw)!
=0 =

und mit (4.29), (4.30) folgt

—

N
_ 2 2wk
BO—N kasm N =0,
k=0
s NS o
— 2 .3 k-1
By =« kohln ~ =0

Der Beweis fiir ungerades N geht analog. 0O

Die Berechnung der Koeffizienten des trigonometrischen Polynomes geht
sehr effizient mit Hilfe der schnellen (fast) Fouriertransformation
(FFT) fir N =2", n>0.

‘Was ist zu berechnen?
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N-1
1 —2mikj
Bi = w2 he i
k=0
N-1
1 )
= N fkfl;\?
k=0

mit ey = e
Der Trick ist, die Tatsache auszunutzen, dass e=¥" cine N te Einheitswur-
zel ist, d.h. alle Potenzen liegen auch auf dem Einheitskreis und die Expo-

nenten lassen sich einfach berechnen.

Beispiel 50 Betrachte als Beispiel die FFT fir N = 4.

[ 5o T [ e ey ey ey fo 1 1 1 fo
B _ 1 ey ev & ex il 1|1 ey ey € f
Ba N | & & ey ol N1 & 1 & fo

L 55 ] Lev ex v v ] LS Lex ey ex ] L/

[ Bo ] 11 1 1 fo
B2 _ l ey 1 e fi ]

b N |1 en F?V F?v fa
L 55 | L1 F?v f?v €N I3
1 100 0 1 0l1 0 fo
11 &0 o 0 1 ‘ 0 1 h
TNl o1 1 T 0]& 0 3
L0 0|1 & 0 ex| 0 € fs
Bilde zuerst _
% 10 1 0 fo
Al o1 o0 1 f
» |71 0 & o b
23 | 0 ex 0 €4 f3
Verwende €%, = —1,€y = —ex
20=fo+fo 2= fo— fo,

2= fi+fs z=en(fi— fs)
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Bo 110 0 2 11
Bo | i 1 6 0 0 21 | i 1 -1
B N 00 1 1 29 N 1
Bs 0 0 1 €& 23 1 -1
2 komplexe FT der Ordnung 2 mit f?v
also

NpBy=zy+ 1z, NPy = 29+ 23,
NﬁQ:ZO—Zl, N’BZZZQ_ZZ.

Es findet jeweils eine Riickfiihrung einer FFT der Ordnung N = 2" auf 2
FFT der Ordnung % = 277! gtatt. Als zusitzlicher Aufwand ergeben sich
Kosten von O(N) flops. Anstatt O(N?) fiir Matrixmultiplikation erhélt man
dann insgesamt $Nlog, N = 2""' x (n — 1) Operationen.

Da wir die zwei FFT halber Dimension unabhéngig laufen konnen, lassen
sie sich gut auf Parallelrechner implementieren.

Fiir einen Schritt von N auf N/2 erhalten wir die allgemeinen Formeln: Sei
M = % und setze j = 2[, dann ist

2M -1 M-1
B = Y el =" (it fursn) e (4.34)
k=0 k=0
M—-1
= Z(fk + Farsn) (€3)",
k=0

wobei wir benutzen, dass

(il,(I\Hk) = 2k AM _ 2k
Mit Hilfswerten
ZEp = fk + f]\l+k7 k= 07 ey M—1 (43:))
und mit F?V = ey folgt
M-1
Bu =z, 1=0,.. M—1. (4.36)
k=0

20
21
Z32
z3
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Fiir die ungeraden Indizes gilt analog

M—1
Bapr = 2mskehy. 1=0,... m—1 (4.37)
k=0
mit Hilfswerten
ZM+k = fk - f]U_FkEIX;, k= U, ceey M —1 (438)

Der zugehérige Algorithmus von Cooley/Tukey (1965) enthilt noch weitere
Tricks.

4.4 Spline Interpolation

Wir haben gesehen, dass die Polynominterpolation nicht unbedingt gute Er-
gebnisse liefert, insbesondere dass der Fehler stark oszillieren kann.

Als Ausweg kann man die Interpolation durch stiickweise Polynome
durchfiihren. Dies ist urspriinglich schon im Schiffbau ein iibliches Verfah-
ren, daher auch der Name.

X

Heute sind Splines die wichtigsten Werkzeuge bei der Losung von Rand-
wertproblemen fiir gew6hnliche und partielle Differentialgleichungen, bei der
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Computergraphik, und vielen anderen Anwendungen, weil sie sehr schon glat-
te Kurven liefern.

Durch A = {a = 29 < x1--- < z, = b} sei eine Unterteilung von [a, b]
gegeben.

Definition 51 Unter einer zu /\ gehérenden Spline Funktion Sa versteht
man eine reelle Funktion S : [a,b] — R mit

a) S € C*[a,b]  (2k mal stetig differenzierbar).
b) Auf jedem Teilintervall [x;, x;1] stimmt Sx mit Polynom 2k + 1 ten
Grades iiberein.
Hier sei im folgenden k& = 1, das sind kubische Splines. Fast alles a8t sich

iibertragen auf andere k.

Um die Berechnung der Splines eindeutig zu machen, miiflen wir noch eine
der folgenden Bedingungen erfiillen.

a) Si(a) = SA(b) =0; (4.39)

b) fe ni(a, b) Sa periodisch; (4.40)

) f'la) = Sx(a), f'(b) = SA(D). (4.41)

Zur expliziten Berechnung der Splines setze hj., = ;41 — x; fiir j =
0,....,n—1und

M; = SA(z;), j=0,...,n. (4.42)

Diese M; heiflen Momente. Wir berechnen Splines, die (4.39), (4.40) oder
(4.41) erfiillen mit Hilfe der Momente. Da Sa kubisch in [z, x;44] ist, folgt
dass S\ linear in [z;, 2;11] und es gilt (2-Punkte Formel der Geradenglei-
chung), dass

r—=x

S (x) = M; mjzl Y VA

L w € [oj,wi0], (4.43)
j41 hi
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Integration ergibt

2 2
Si(e) = _apEn 2 @)t
A ) J 2hj+1 J+1 2h]+1 Al
ZTjg — ) — ;)3
Salz) = MJ‘( ) M;+1( ) aj(z — ;) + 5.
6h’.7'+1 6h7+
Die Interpolationsbedingungen ergeben, dass
SA('T/J') = fi
hi hi
— M=% = L= =1 M=
Sa(@jr) = fin
h? hj
= Mjs ng thip + 6 = fin=a;= I h_ jTH(M.m — M),
J+1
und damit
Sa() = aj + bj(w — x;) + ¢ (x — 15)* + dj(x — 25)%, (4.44)
mit
]\[ M;h
aj = f]', Cj b 7T7+1 + (Y]' = S’A(I]) (445)
I f]- _2M+ Mysihjn 0 Min = M S (=)
B 6 Y 6hj41 6

Wir brauchen also nur die M; zu berechnen. Wir haben gefordert, dass S (z)
an den Knoten z = z;, j = 1,...,n — 1 stetig sein soll. Das ergibt n — 1
Gleichungen. Es gilt

Sh(z) = —Mj% + Mm( 2h]+1.)2 + fj+hlj:1 5 (4.46)
*h]gl (Mjy1 — M;)
wenn man die Werte einsetzt. Damit ergibt sich fiir j =1,... n—1
Sh(z;) = L hf] ! ]M i M, (4.47)
J
Si(at) — fm=di hf—“M Py

h]+1 3 J 6 J+1-
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Gleichsetzen wegen der Stetigkeit impliziert, dass

hing, mm RSBV iRl | N Rl i (4.48)
6 Ty 6 M Bt h;
= [fljzial = flaj, z),
fiir j =1,...,n— 1. Das sind n — 1 Gleichungen fiir M, ..., M,.

Die zwei weneren notwendigen Bedingungen erhilt man aus (4.39), (4.40),
(4.41). Aus (4.39)

S"(a) = My = M, = S"(b) = 0.

Aus (4.40)
Sh(a) = S%(b) = My= M,.
0 =50 — Sean Bt By
_hh S fa fnl
o h

Aus f, = fo und mit der Setzung h,, 1 := hy, My, 11 := My, fn,1 := f1 erhélt
man wieder Gleichung (4.48).

Aus (4.41)
h h
Si(a)=fy = ézwwglm1 i . fo_ .
hn hn — fae
SAB) = fr = Moy + My = 7%_
Fiithre nun folgende Abkiirzungen ein:
hja h;
= =1-)Ni=—
P by T hy by
Dann erhélt man das System von linearen Gleichungen
,uij,l + 2]”1 + AjAJj+1 = ﬁf[fl?j,l, Ly I]‘+1] =i d]‘ (449)
d.h. die folgenden Gleichungssysteme:
2 A M dy
M2 N : :
P : = (4.50)
An1 :
Mo 2 M,, d,
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im Fall von Bedingung (4.39), wobei A\ := 0,dy = 0, i1, := 0, d,, := 0 gesetzt
wurde.

2 M 1 M, A
o 2 Ay . .
13 . 5 _ 5 (4.51)
/\n—l .
A, b2 M, d,

im Fall von Bedingung (4.40), wobei

hy

Ap = ——
hn + ha

s Mn = 1-— /\TM dn = Gf[mn—lvmn-,ml}

=

Im Fall von Bedingung (4.41) erhélt man wiederum System (4.50) nur mit
Xo=1,pn = 1,do = 3= (flwo, 1] = f3) v dn = 3 (f5 = flzn 1. 20])
Fiir alle 3 Gleichungssysteme gilt A; > 0, p; > 0, \;+p; < 1 und das Theorem:

Theorem 52 Die Matrizen der Systeme (4.50), (4.51) sind fiir jede Zerle-
gung A wvon [a, b] nichtsinguldr.

Beweis. Sei
2 N
A= 1
- An—l
Mo 2
Sei 2,y € R**! mit Az =y und setze )\, = o = 0. Dann gilt

max|z;| < max|y;| (A ist monoton).
2 1

Denn sei r der Index fiir den max |z;| angenommen wird.
T

Dann gilt
HrTp1 + 2T, + /\TIT-H = Yr
= nliax‘y7| >yl > 20| = pplae | = Al
> 20z = (e + A 7]
> Jr| = max o,
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Angenommen A singulir = x # 0 mit Az = 0.
Monotonie fithrt sofort zum Widerspruch. Der Beweis fiir die anderen Syste-
me geht analog. O

Wie gut approximiert so eine Spline-Funktion?

Sei A, = {a = :r(()m) < xﬁ"‘) < oe<ai™ = b} eine Folge von Unterteilun-

gen von [a, b] und sei o, = max(zrg'_flj —z{m).
12

Theorem 53 Sei f € C'[a,b] und |fY(z)| < LVz € [a,b], A, wie oben

mit SUp =y < K < 00. Seien Sa,, die zu f gehdrigen Splines, die die
m,j T+l
Interpolationsbedingungen

San(Q) = f(Q) fir{eA,
S, () = fl(z) firz=a.b

erfiillen. Dann gibt es von A,, unabhdngige Konstanten C; < 2, so dass fiir
alle x € [a, b]

(4.52)

FO(@) — SV (2)] < CiLkaly® i =0,1,2,3. (4.53)

Beweis. Betrachte feste Zerlegung A von [a, b]. Die Momente M; erfiillen fiir
den Fall den wir hier haben, das Gleichungssystem

2 )\0 My dg
w2 . .
Arnyfl 5
Hn 2 A'[n dn
Moo= g =1y = L = e
hj+ hji :
d] = Gf[xjfltxjvx]leLjzlt"'7n71
dy = (flzo, 1] = fo) s

=8
3
Il

(f’r’L - f[xnflv an .
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Definiere h " h m h§+1 (4)
() M, = g { S @) + By f7 ) + =5 (T5)
- : —d— M = : 3 3 3 3
F : r=d—ARM o S Mf(‘i)(q-. )+ ﬂf@)(r ) — ﬁf(ﬁt)(r = Ef(ﬁtl(r. )
1" (@) M, hj+ hjiy 4 g1 4 J2 9 Ja 9 ja) |
Dann gilt 7 = dy — 2f"(xq) — f"(x1). Schiitze zuerst ||rg|l ab. Taylorent- mit 75, € [x; 1,2j41], 1 =1,2,3,4.
wicklung um zq liefert : :
0 = |r;| < %L“ *h <3102
6 , " " AT R+ by T AT
o = g (flao] = fo) = 21" (@o) = (1) o
1 Insgesamt gilt
= S (o) + )+ B ) + 0 ) o) Irlle < 2102, =
hy 2 6 24 4
" " " hQ — § 2 — § 2 5
—2f" (o) — <f (o) + ha f" (z0) + 71f(4)(7'2)) [AM = F)lo < 4L0m = M - Fll < 4Lam,= (4.56)
B2 B2 da A monoton.
= Zlfm (m) — glf(‘l) (12), fiir 7,79 € [x0, 11] Sei x € [x;_1, z;]. Dann folgt
M; — M, _
5 - = MM g
e |’r‘n‘ S ZL(Tm (454) i
M= ) My = ()
Analog gilt fiir 7, = dp, — f"(2n-1) — 2f"(x,) die Abschiitzung - h; - h;
[f”(.T]) — f”(T)] — [f”(mjfl) — f”(T)] "
Iral < 2102, (4.53) " 7 - @)
und fiir j =1,...,n — 1 mit Taylorentwicklung um z;. Taylorentywicklung um - und (4.56) ==
" " 3 Ufn, 1 n (Ij — z)Z (4) 7
o= sl ) © 20 (w) — A () S8w) = )< gL gy |l )+ ) = (g =) )
h; h; ' ' 2
= 6flr; 1, x5 @ - L) = 2f"(x, Sk — i (27]‘,1*17) (4)¢, g
flajo1, @5, 544] }Lj+}L]+1f (1) f(x5) h]-—',-thf (j41) —ff (112) = hy f" ()
_ 1 ! hj+1 " h_?-H m h;+1 (4) 3 ”En l(Tzn
= e {5 (e + B+ ) + ) < 31%n 4 1% s by
' hj oy h? m h; (4) < 2Lko,,, wegen Vor Im <K
ACHES Ef (z;) — Ef (z;) + ﬂf (7)) = m, WEge "y
h3 Hierbei wurde noch max {(z;—2)?+ (2 —x;_1)*} = h? benutzt. Nun
. HON I op(4) (. g g ’ - zelzj_1,z; ] W\ — & L1 b 2 0
h; <f () = by f" () + 2 f (Tj“)> gibt es fiir jedes = € (a,b) ein T; mit
= 2f"(z;)(hj + hji1) lr;, — x| < L

2
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@

— () SK() = f(;) - i) + / (f"(t) — S2(t)) d.

i

Mit der Abschétzung fiir /' — SX folgt, dass
" " 3 2 1
|f"(x) = SA(z)] < ZLU"‘ + 30m 2Lk0,,

7
< Zhnofn, da k > 1.
Damit haben wir die Abschétzung fiir f" — SX.

Es gilt f(z;_1) = Sa(zj_1), f(x;) = Sa(z;). AuBer den Randpunkten oy =
a, a1 = b gibt es also noch den Satz von Rolle n Stellen oj € (2;_y, z;) mit

Es gilt also fiir jedes = € [a,b] ein a; mit |o; — 2| < 0,,. Daher gilt fiir alle
x € [a,b] :

(@) - Sh(z) = / (F"(t) — (1)) d

= |f'(v) — Sh(x)] < —Lko, -0om= ZL/{OTSR.

Analog folgt fiir @ € [a,b] (hier ist wieder |z — x| < 10,,), dass
£(@) = Sala) = [ 110) - Su(n

und damit

7 1 7
- < ~Lko? =0, = —Lko.
|f(ZL”) Sz_\(x)‘ =7 K/UMQU 3 KO,

Es gibe noch viel mehr zu Splines zu sagen, dazu fehlt hier die Zeit.

68
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Kapitel 5

Numerische Integration

Eine weitere Technik, die wir zur Entwicklung von Verfahren héherer Ord-
nung bengtigen, sind numerische Integrationsmethoden, oft auch Quadratur-
methoden genannt.

Aufgabe der numerischen Integration (Quadratur) ist die Berechnung von

b
/f(gv)dac7 a, b < oo.

Typischerweise ist f nicht direkt integrierbar, und wir miissen numerische
Methoden verwenden. Die Idee ist nun die folgende. Approximiere f(z) durch
eine Funktion, die einfach zu integrieren ist; wie Polynome, trigonometrische
Polynome, Splines, rationale Funktionen, Exponentialsummen, oder dhnli-
ches, und verwende das Integral dieser approxierenden Funktion als Appro-
ximation an das gesuchte Integral.

5.1 Newton—Cotes Formeln

Die Idee der Newton Cotes' Formeln ist, f(z) durch ein Polynom zu in-
terpolieren und dieses zu integrieren. Bilde dquidistante Unterteilung von
la,b], x; = a+ih, @ = 0,---,n, mit h = ”’T" n € N, und bilde das
Interpolationspolynom in II,,, das

P,(x;) = f(z;) i=0,---,n (5.1)
IR. Cotes, Englischer Mathematiker, 1682 — 1716
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n | o; ns | Fehler Name

111 2 [ () Trapezregel
2141 6 % () Simpsonregel
3(1331 8 | M3 r(¢) | 3/8 Regel
4173212327 90 | BI78 ¢6) () | Milne Regel
5|19 7550 50 75 19 288 | 17215 (6) (¢)

6 | 41 216 27 272 27 216 41 | 840 | L& f®)(€) | Weddle-Regel

Tabelle 5.1: Newton Cotes Formeln

erfiillt. Aus Theorem 35 folgt, dass
Pu(r) =Y fiLi(x). (5.2)
=0

Damit ergibt sich

/b P, (z)dx

" b
Zfi / Li(z)dz mitz =a+ hs
=0

a

k#il*k

n n . k
h Z fi / n 2 s (5.3)
-0

n n
b—a
h E fioy = — E o;fi mit o; € Z.
i=0 i=0

Die Gewichte «; sind unabhéngig von f;, a,b jedoch abhéngig von n und
liegen tabelliert (siehe Tabelle 5.1) vor. Diese Formeln heilen Newton Cotes
Formeln.

Proposition 54 Fir den Approzimationsfehler bei der numerischen Inte-
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gration mit Hilfe von Newton-Cotes Formeln gilt:

b
/ (Pa(w) = f(2)) dw = W5 f0(€),€ € (a,b). (5:4)
Beweis. Der Beweis folgt sofort aus Theorem 45. 0

Es macht keinen Sinn héheren Polynomgrad zu verwenden, weil dann
negative Gewichte in den Formeln auftreten und damit die Gefahr der
Ausloschung auftritt. Aber das ist auch nicht notwendig, denn um die schlech-
ten globalen Approximationseigenschaften von Polynomen zu vermeiden wer-
den die Regeln stiickweise auf Teilintervalle angewendet und dann aufsum-
miert.

Beispiel 55 (Summierte Trapezregel: stiickweise lineare Interpolation)

0.8

06

041

0.2

0 1 P 3 2 5 5 7
Verwende Teilintervalle [z;, z;44],2; = a +ih, i =0,---,N, h =2~
Dann ist die summierte Trapezregel gegeben durch

N-1

T(h) = 3 21f) + flran)] (55)

i=0
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= h [@H(th---w(mhp@ _

Fiir jedes Teilintervall ist der Fehler

Tit1 3
g [f (@) = flwin)] - / fx)de = %f(z)(&) fiir § € (zi,2511).  (5.6)

T;

Insgesamt ergibt sich also

T(h)— /h f(z)dx

IA
!
=
s
S
=
=
o
Il

Damit geht der Fehler mit h? gegen 0. Man nennt dies ein Verfahren 2. Ord-
nung.

Beispiel 56 (Summierte Mittelpunktregel)

1
0.8
0.6
0.4
0.2
-0.2
-0.4
-0.6
-0.8
= L
0 1 2 3 4 5 6 7
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Beispiel 57 Sei N gerade. Verwende  die  Simpsonregel  auf
[T, Toig1, Taiga], 1 = 0,-~~,% — 1. Der Ndiherungswert auf jedem der
Teilintervalle ist

ol >

[f(z2i) + 4f (z2i41) + f(22i42)] -

Summation ergibt

S(h) = g[(,f(a)+4f(a+b)+2f(a+2h)+4f(a+3h)+ (5.8)

+2f(b—2h) +4f(b—h)+ f(b)]

und als Fehler erhalten wir

b
BN ;
sty = [ s < g5 s 19 (5.9)
. 90 2 ccjay)
=M
Sty

also ist das ein Verfahren 4. Ordnung.
Weitere Quadraturformeln erhélt man durch andere Approximationsaufga-
ben fiir f(x). Dies sind 7.B. die Gauss Quadratur® fiir Integrale der Form

b

/ w(@)f(@)de = 3w f (@),

a
wobei w;, f; so gewéhlt werden, dass der Fehler

b

/w(:v)f(x)dz — Zwif(x).

a

fiir Polynome mdoglichst hohen Grades verschwindet.

2C.F. GauB}, Deutscher Mathematiker, 1777 —1855
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5.2 Extrapolation

Eine weitere Technik zur numerischen Integration, die wir auch bei der
Losung von Differentialgleichungen verwenden, ist die Extrapolation. Die
Idee ist dabei, Integrationsformeln fiir unterschiedliche Werte h; von h zu ver-
wenden und damit Approximationen an das Integral (); auszurechen, dann
die Werte (h;, Q;) durch ein Tnterpolationspolynom zu interpolieren und die-
ses mit Hilfe des Neville-Aitken Schemas bei h = () auszuwerten. Besonderes
gut funktioniert dies bei der Trapezsumme. Dies liegt an der Euler-Maclaurin-
Formel?.

Theorem 58 Fiir f € C*™*?[a,b] hat T(h) die Entwicklung

T(h) = 1o+ 7h? + h* + -+« + 7, 0™ + gt (B) R (5.10)

b

mit 7o .= [ f(x)dz. Dabei sind die 7; von h unabhingige Konstanten und
a
<

latms1(h)| < M fir alle h =% n € N.

Die Euler MacLaurin Formel 1d8t sich nun zur Extrapolation verwenden.
Wenn man das Restglied vernachliissigt, ist 7'(h) ein Polynom in h?, das

b
fiir h = 0 den Wert 7 = [ f(x) dx liefert.

a
Bestimme daher fiir verschiedene Schrittweiten hy = b — a,hy =
:’L’—?, s hy, = 7’1”—:, n; € N, die zugehorige Trapezsumme

Tio=T(hi), i=0,---,m (5.11)
und dann durch Interpolation das Polynom
T (h) = ag + arh? + -+ + ah™™, (5.12)

dass die Interpolationsbedingungen

Tom(hi) =T(hy), i=0,...,m (5.13)

3C. Maclaurin, Englischer Mathematiker, 1698 — 1746
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erfiillt. Werte dann dieses Polynom bei A = 0 mit dem Neville Aitken Schema
aus. Dies liefert i.a. eine sehr gute Niherung fiir das Integral. Sei T; x(h) das
Polynom vom Grad k in h?%, dass

Tin(hy) = Tio, j =i —ky---i (5.14)
erfiillt. Damit gilt fiir die extrapolieren Werte T; ;. := 7~1110(0)
() -1

Als Extrapolationsfolgen verwendet man

Tip = Tip—1 +

a) hg=b—a,h; = %‘],hg = "’7‘,/1,3 = %2 -+ (Romberg Folge)

b) ho =b— a,h1 = 'lQ—D,hQ =h hg = hI,h4 =h h5 = ’12—3, s (Bulirschfol—
ge).

Dabei ist b) oft besser, da der Rechenaufwand weniger schnell ansteigt, denn
vorherige Werte konnen verwendet werden.

Wie gut ist nun die Extrapolation?

Aus der Fehlerbetrachtung fiir die Quadraturformel folgt, dass es £ € [a, b]
gibt, so dass gilt

b b
1 P . -
Tonm — /f(T) dx = *mf(zm“)(ﬁ)/h (z) dz (5.16)
mit .
S T—a -
K(T) = Zcmihfm+l |:SQm+2 < I ) - ng+2(0):| . (017)
i=0 '
Damit ergibt sich die Fehlerabschétzung:
b 8
T~ [ fla)de = (b~ e LA SN CRL)

a

76
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Verfahren hoherer Ordnung

Die Fehler- und Konvergenzanalyse fiir das Euler-Verfahren hat uns gezeigt,
dass wir auf Grund der Rundungsfehler die Schrittweite nicht beliebig klein
machen kénnen. Wir brauchen daher Verfahren, die einen lokalen Diskretisie-
rungsfehler (und damit auch einen globalen Fehler) haben, der eine Ordung
O(h*) mit moglichst grofem p hat.

Definition 59 FEin Einschrittverfahren der Form

o = Yo,
Uiy1 = Ul-‘rhd)(tl’u“h,f) (61)

zur Losung der Anfangswertaufgabe

Z/’ = f(t7 y)7 y(tﬂ) =Y (62)

auf einem Intervall T = [to, ¢ + al, heiit konsistent von der Ordnung p, wenn
fiir alle geniigend oft differenzierbaren Funktionen f und fiir alle ¢ € I und
alle z, fiir den lokalen Diskretisierungsfehler gilt, dass

(i, 2, h, f) = O (6.3)

6.1 Einfache Verfahren héherer Ordnung
Einfache Verfahren hoherer Ordnung erhélt man mit dem Ansatz
O(t, 2, h, f) = ai f(t,2) + as f(t + pih, 2 + pah f (2, 2))

7
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Man bestimmt nun ay, as, p1, p2 so, dass die Taylor-Entwicklung von 7 mit
moglichst hoher h—Potenz beginnt.
Die Taylorentwicklung von ®(¢, z, h, f) ergibt

O(t,z,h, f) = (a1 + as) f(t,2) + ashpi fi(t, 2) + pof.(t, 2) f (1, 2)] + O(h?).

Um ein Verfahren 2-ter Ordnung zu erhalten, ergibt sich daher:
1
ay+ay =1 agp = 5 P2 =g

Lésungen sind:

1) a1 = %, ay = %,pl = po = 1. Das ergibt das Verfahren von Heun mit

Ot 2, h f) = 51F(1:2) + S+ bz 4 hf (2 2)]

welches 2 Auswertungen von f pro Schritt hat.

2) a; = 0,a9 = 1,p; = py = % Das ist das modifizierte Fuler-Verfahren
von Collatz mit

h h
(I)(tvz7h7f) = f(t+ §Z+5f(t7z))

das ebenfalls 2 Auswertungen von f pro Schritt hat.

Beispiel 60 Wir wollen uns die drei Verfahren, Euler, modifizierter Euler
und Heun im Vergleich anschauen, siche Abbildung 60.
Dazu betrachten wir die Anfangswertaufgabe

y' = —2xy%,y(0) = 1

mit der exakten Lésung y(z) =1/(x>+1). Mit der Methode von Euler erhal-
ten wir die in der folgenden Tabelle zusammengestellten Niherungswerte y,
fiir verschiedene Schrittweiten h an gleichen Stellen x) sowie die zugehdrigen

Fehler ey, == y(xy,) — yg. Der Fehler nimmt etwa proportional zur Schrittweite
h ab.

Euler-Verfahren fiir y' = —2xy?,y(0) = 1.
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h=0.1 h=10.01 h = 0.001
zp | y(oe) Yk €k Yk €k Yk €k
0 1.00000 | 1.00000 — 1.00000  — 1.00000 —
0.1 ] 0.99010 | 1.00000 —0.00990 | 0.99107  —0.00097 | 0.99020 —0.00010
0.2 | 0.96154 | 0.98000 —0.01846 | 0.96330  —0.00176 | 0.96171 —0.00018
0.3 | 0.91743 | 0.94158 —0.02415 | 0.91969  —0.00226 | 0.91766 —0.00022
0.4 | 0.86207 | 0.88839 —0.02632 | 0.86448  —0.00242 | 0.86231 —0.00024
0.5 | 0.80000 | 0.82525 —0.02525 | 0.80229  —0.00229 | 0.80023 —0.00023
0.6 | 0.73529 | 0.75715 —0.02185 | 0.73727  —0.00198 | 0.73549 —0.00020

Mit dem Verfahren von Heun und dem modifiziertem Euler-Verfahren fir
Schrittweiten h = 0.1 und h = 0.05 erhalten wir die folgenden Ergebnisse.
Die Resultate zeigen die Fehlerordnung 2.

Modifiziertes Euler-Verfahren (yy.) und Verfahren von Heun (yy) fir
Y =2y’ y(0) = 1.

h=0.1 h = 0.05 h=0.1 h =0.05
Tk | Yk &3 Yk €k Uk ek | Uk €
0 1.00000 — 1.00000  — 1.00000 — | 1.00000 —
0.1 | 0.99000 0.00010 | 0.99007  0.00002 | 0.99000 0.00010 | 0.99009 0.00001
0.2 [ 0.96118 0.00036 | 0.96145  0.00009 | 0.96137 0.00017 | 0.96152 0.00002
0.3 | 0.91674 0.00069 | 0.91727  0.00016 | 0.91725 0.00019 | 0.91742 0.00001
0.4 | 0.86110 0.00096 | 0.86184  0.00023 | 0.86195 0.00011 | 0.86208  —0.00001
0.5 [ 0.79889 0.00111 | 0.79974  0.00026 | 0.80003 —0.00003 | 0.80004  —0.00004
0.6 | 0.73418 0.00111 | 0.73503  0.00026 | 0.73553 —0.00023 | 0.73538  —0.00009
0.7 | 0.67014 0.00100 | 0.67091  0.00023 | 0.67159 —0.00045 | 0.67128  —0.00014
0.8 | 0.60895 0.00080 | 0.60957  0.00018 | 0.61040 —0.00064 | 0.60993  —0.00018
0.9 | 0.55191 0.00058 | 0.55236  0.00013 | 0.55329 —0.00080 | 0.55270  —0.00021
1.0 | 0.49964 0.00036 | 0.49992  0.00008 | 0.50092 —0.00092 | 0.50024 —0.00024

Man kann noch weitere Methoden auf dhnliche Weise konstruieren, wir wollen
jedoch systematisch vorgehen.

Wir betrachten wieder eine Anfangswertaufgabe der Form

y' = f(t,y), y(to) = o (6.4)
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1.5+ 8
1l /// ]

Abbildung 6.1: Vergleich Euler (-), Mod. Euler (.) und Heun (*)

auf einem Intervall T = [ty, {; +a]. Dabei sei f eine stetige Funktion der Form
f:GCR™* SR,

die einer Lipschitzbedingung geniige. Integration der Differentialgleichung
ergibt fiir y(t)

¢
o) = y(t0) + [ 1(s.(5)) . (6.5)
to
Entsprechend erhalten wir fiir Teilintervalle
tjg1
Yir1 = Yj + / f(s,y(s)) ds. (6.6)

t
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Das Integral
rtjv1

[ ) ds
t

7

ersetzen wir nun durch die Quadraturformel
m
h; Z%f(sz:?/(Sz)): si € [tj, tjsl,
=1

wobei wir jetzt auch variable Schrittweiten h; zulassen. Dabei muss y(s;) noch
ausgerechnet werden. Dazu bendétigen wir eine Niherung fiir f(s;, y(s;)), da
wir y(s;) ja nicht kennen.

Dieser allgemeine Ansatz fiihrt auf explizite Runge! Kutta® Verfahren. Wir
setzen

F(sy(s1) = ka(ty, y5)

mit sy = t; und 5, = 1; + oy h;, wobei fiir o gilt:

-1
ap = E Bur
=1
Daraus konstruieren wir ein Gleichungssystem der Form

ki(tyu5) = f(t5,95),

ka(tj ;) = [t + cohj.y; + hifanki(L, ;)
ks(tjsy;) = [t + ashj,y; + hi(Bsaki(t, y;) + Baaka(ti, y;)), 67)
kit yi) = [t + amh, y; + hy(Bma ki (8, 95) + -
ot /3m,m71kmfl(tj: «1/_7)))1
und damit erhalten wir fiir Approximationen u; das Verfahren:
i1 = uj + hi(mki(tj ) + -+ Ymbm (15, 15))- (6.8)

1C.D. Runge, deutscher Mathematiker, 1856 1927
2M.W. Kutta, deutscher Mathematiker, 1867-1944
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Theorem 61 FEin Verfahren der Form (6.8) mit Stufenwerten k; wie in (6.7)
heifit m—stufiges Runge—Kutta Verfahren. Es wird iblicherweise durch eine
Butcher Tabelle der Form

0

Qi /32,1

a3 ,53,1 (6 9)
m ﬁm,l s Bm,m—]

| T Ym 1 Ym

dargestellt.

Beispiel 62 Als spezielle Runge-Kutta Verfahren erhalten wir die folgenden
Methoden:

1. FEulerverfahren, 1. Ordnung:
m=1, = 1
i1 = ;i + hy f(t), uy)- (6.10)

2. Modifiziertes Eulerverfahren, (Mittelpunktsregel fir Quadratur), 2.
Ordnung:

1
m=2, =0 y=1 /, =a =g (6.11)
3. Verfahren von Heun, (Trapezregel fiir Quadratur), 2. Ordnung:
1
m=2, n=n=z Poa=ay=1 (6.12)

4. Runge Verfahren, 3. Ordnung:

0
1/2[1/2
m=3 - (6.13)
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5. Klassisches Runge Kutta Verfahren, (Simpsonregel fir Quadratur), 4.

Ordnung:
0
1/21/2
m=4 12 0 1)2 (6.14)

110 o0 1
|1/6 1/3 1/3 1/6

Was fiir Bedingungen miissen an die Koeffizienten gestellt wer-
den?

Es soll ja fiir die k, gelten, dass

ket y;) = [ty + achy y(t) + hi(Braky + ..+ Brooikei)
F(t; + ophy, y(t; + ahj))
F(t + onhy y(t;) + arhyy'(85) + O(h3)),

R

und die Approximation soll mindestens O(h?) sein. Fiir die Koeffizienten
«;, B; und ; gelten dann folgende Beziehungen:

ﬂr,]+---+/jr,r71 = Oy, 15)
N+t Ym = 1L 16)

Wir erhalten den folgenden Konsistenzsatz:

Theorem 63 FEin explizites Runge—Kutta Verfahren der Form (6.9), welches

die Bedingungen (6.15) und (6.16) erfillt, ist konsistent.

Beweis. Laut Definition gilt fiir den lokalen Fehler, dass ,%_T(f, z,h; f) =
y :

A(t, 2, hj, f) — ®(f,2,hj, f) und damit erhalten wir unter Verwendung
von (6.16) die folgende Abschitzung:

1 .
‘F]T(t 2, h]7f)‘

|A®, 2, hy, f) — (2, hy, [

B W Za,,,tz+f(t2)*f(“)

J r=1
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i+h;)—yl . -
< [V ) 4 [l 2) - 1220
7 r=1
< (t+hh)71/( ) y/({)‘
']
+Y e [F(E2) = F(E+ arhy,y(E) + hy6)] -
r=1

Da die beiden Summanden gegen Null gehen, wenn h; gegen Null geht, folgt
die Behauptung. 0O

Um die Ordnung der Runge Kutta Verfahren zu bestimmen, muss man
nach Taylor entwickeln und anschliefend ein nichtlineares Gleichungssystem
fiir die Koeffizienten lésen. Die Anzahl der Parameter und damit der Funk-
tionsauswertungen wéchst sehr schnell, wie die folgende Tabelle zeigt:

Ordnung p |1 2 34 5 6 7 8
#Parameter|1 2 4 8 17 37 85 200

(6.17)

Die folgende Tabelle zeigt, wie grofl die maximale Ordnung ist, die mit einem
m-stufigen Verfahren fiir ein bestimmtes m erreicht werden kann.

Stufe m |
6.18

Ordnung p(m)

ol o
o)
©
\
©

1 2 4
1 2 4

= ot

3
3

Beispiel 64 Im folgenden sei m = 4 und p = 4. Dann gibt es z.B. die
folgenden 4-stufigen Verfahren:

e Klassisches Runge Kutta Verfahren

0
1/211)2
/2] 0 12 (6.19)

1 0o 0 1
|1/6 1/3 1/3 1/6
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e 3/8 Regel
0
13| 1/3
2/3|-1/3 1 (6.20)
1 1 -1 1

| 1/8 3/8 3/8 1/8

Das klassische Runge Kutta Verfahren (6.19) ist unter allen expliziten
Runge-Kutta Verfahren der Ordnung 4 dasjenige mit den wenigsten Parame-
tern. Es braucht daher auch unter all diesen Methoden die wenigsten Funk-
tionsauswertungen.

Weitere Verfahren lassen sich durch Kombination von Runge-Kutta—
Verfahren und Taylorentwicklung erzeugen. Diese heiflen Runge—Kutta—
Fehlberg Verfahren.

6.2 Implizite Runge-Kutta Formeln

In einigen Problemen 18t es sich nicht vermeiden, kompliziertere Verfahren
zu verwenden. Bei den Runge-Kutta-Verfahren lassen sich weitere Verfahren
sehr einfach entwickeln. Definiere hier statt (6.7)

ke(ty y;) = f(t; + anhy,yj + hi(Beakr + .o+ Brmkm)), (6.21)
fir r=1,...,m und damit
ujs1 = uj + hi(mki(t, w5) + -+ Ymbim (8, 1))

Mit f,;, = 0 fiir I > r ist k, in (6.21) explizit aus ki, ..., k,_; berechenbar,
sonst ist (6.21) implizit in den Unbekannten ky, ..., k,,. Man beachte: diese
Formeln definieren kein implizites Verfahren, d.h. wir erhalten immer noch
u; 41 explizit aus u;, nur die Berechnung der k, ist implizit.

Auch implizite Runge-Kutta-Verfahren werden wieder durch Butcher—
Tabellen angegeben:

ar [ B ... Bim
ay | B ... Pom
QO ﬂml e ﬂmm

R
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Bei den impliziten Verfahren sind drei verschiedene Formeltypen von beson-
derem Interesse.

1. GauB-Form : Alle Parameter «;, 3j;,7; beliebig wihlbar

2. Radau-Form : Entweder oy = 81y = 19 = ... = B1;n = 0 oder o, = 1
und ﬂlm = 62171 == /Bmm = 0.

3. Lobatto-Form : ooy = 11 = fio = ... = Bim = Pom = -+ = Bum =
0, = 1.

Die Namen der drei Typen von Verfahren leiten sich aus dem Umstand her,
dass sie im Spezialfall einer von y unabhéngigen Funktion f in die gleichna-
migen Quadraturformeln iibergehen. Die Radau-Formeln haben den Vorteil,
dass entweder ky oder k,, explizit berechnet werden kann, bei den Lobatto-
Formeln kénnen sogar k; und k,, explizit berechnet werden, wodurch die
Zahl der in jedem Schritt zu losenden impliziten Gleichungen verringert wird.
Dafiir muff man eine geringere Konsistenzordnung bei gleicher Stufenzahl in
Kauf nehmen.

Beispiel 65 Wir geben nun einige spezielle implizite Formeln der genannten
Typen an.

Gauf-Form, 2. Ordnung : m = 1,p = 2,

Mit diesen Koeffizienten erhdlt man das folgende Verfahren:

2
wjp = uj+ hjky.

h h;
kv o= flt+ 5+ 5]1?1)7

Gauf-Form, 4. Ordnung : m = 2,p = 4,
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(3-v3) 1 (3-2v3)
6 1 2
(3+v3) | (3+2v3) 1
6 12 1
| 1 I
2 2

Radau-Form, 1. Ordnung, (Euler Verfahren): m =1,p=1

S

Radau-Form, 3. Ordnung: m =2,p =3

el O

= O
NP )
ey = ool
= o O

Lobatto-Form, 2. Ordnung : m = 2,p = 2

Setze man diese Werte ein, so erhdlt man die (explizite) Formel

i = g (g g) + F U+ gy + 14 7)

Lobatto-Form, 4. Ordnung : m = 3,p =4
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Zur Berechnung der k, muss im allgemeinen ein nichtlineares Gleichungssys-
tem gelost werden. Die Existenz der Losung erhalten wir aus dem folgenden
Theorem. Zur numerischen Losung kommen wir spéter.

Theorem 66 Die Funktion [ geniige fir alle (t,y1),(t,y2) € T x R* der
Lipschitz- Bedingung

1t y1) — f(t )|l < Lllyr — val|.

Dann existiert fiir alle Schrittweiten h mit

m
q=1L-h- maI]':L...,m(Z ‘ﬂ]k‘) <1

k=1

und alle (t,y) € T xR" eine eindeutig bestimmte Lisung ki(t,y), ..., km(t, )
von (6.21).

Beweis. Der Beweis folgt aus dem Banachschen Fixpunktsatz. 0O

Bemerkung 67 i) Wesentlicher Vorteil der impliziten Runge-Kutta
Verfahren gegeniiber den expliziten Verfahren ist der grifiere Stabilitits-
bereich der Methoden.

ii) Die Lipschitz-Bedingung lifit sich auf eine lokale Lipschitz- Bedingung
abschwichen, die nur in einem Schlauch um die Ldisung gilt.

iii) Um q < 1 zu garantieren, muss h genigend klein sein. Das fihrt oft da-
zu, dass der erhéhte Rechenaufwand die hohe Konsistenzordnung wieder
aufhebt.

6.3 Schrittweitensteuerung:

So wie wir die Runge—Kutta Verfahren bisher entwickelt haben, ist nicht klar
wie die Schrittweite h; in jedem Schritt zu wéhlen ist. Es ist natiirlich sinnvoll,
die Schrittweite an den Losungsverlauf anzupassen, d.h. bei fast linearem
Losungsverhalten sollten wir grofie Schritte machen (um den Rechenaufwand
zu minimieren), und wenn die Losung stark oszilliert entsprechend kleine
Schritte (um die gewiinschte Genauigkeit zu bekommen). Dies ist die Idee
der Schrittweitensteuerung.
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Ziel: Wahle die Schrittweite h; von t; auf ;. moglichst grof}, aber so, dass
der lokale Fehler unterhalb einer bestimmten Toleranzgrenze liegt.

Idee: Verwende eine Schiitzung fiir den Fehler. Wird der geschétzte Fehler
zu grofl; so verkleinere die Schrittweite. Wird der geschitzte Fehler
dagegen sehr klein, so vergrofiere die Schrittweite.

Wie kénnen wir den Fehler schitzen?

Seien @, (t,y, h, ) und @, (t,y, h, f) die Inkrementfunktionen zweier Ver-
fahren der Ordnung p und p + 1. Dann gilt fiir die zugehorigen Diskretisie-
rungsfehler 7, bzw. 7,,1:

1
FTP(t.ivz7h.77-f) = A(tjvz7h.77f)7(I)P(t.7'=z7h]'7f):
']

1
FTP+1(t]'727h]',f) = A(tjazv h]vf) - (I)p+1(tjvz-,hj-,f)'
7

Daraus folgt dann

1 _ 1
BT = &, — @, + Ay T4

6.22
o (6.22)

Q

Diese Schitzung des lokalen Fehlers wird nun zur Schrittweitensteuerung
verwendet. Ideal wére natiirlich, wenn die beiden Verfahren so gewihlt wéren,
dass der Rechenaufwand im wesentlichen der gleiche ist, als wenn wir nur das
Verfahren der Ordnung p + 1 verwenden. Dies ist die Idee der eingebetteten
Runge-Kutta Verfahren.

Die allgemeine Vorgehensweise 1a8t sich nun wie folgt beschreiben:
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Schrittweitensteuerung

Gegeben 1, ug,a
Anfangsschrittweite h < a
Toleranz e
Intervall [to, ¢y + a]
2 Inkrementfunktionen ®,, ®,,, zu Verfahren der Ordnung p,p + 1
1=20
WHILE t; < to+a AND t; + h > t;
IFt;+h>t+a
h=ty+a—t;
END IF
(131 = (p,,(t,j, Ug s h, f)
@Q = <Dp+1 (117 U, h7 f)

7= ||y — P

n = |lu| + 1

IF T <en
tis1=t;+h
i1 = Ui + h®Py (i = u; + hdy)
i=1+1

END IF

IFT>0
h =hi/en/T

END IF

END WHILE

Man kann auf diese Weise auch Unstetigkeiten in den Ldsungen aufspiiren,
wenn die Schrittweite immer kleiner wird.

Beispiel 68 Wir verwenden ein Verfahren der Ordnung p = 2 zum Rechnen
und ein Verfahren der Ordnung p = 3 zum Schdtzen des Fehlers mit folgenden
Tabellen fiir die Runge Kutta Verfahren:
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0 Dieses Verfahren braucht keine zusdtzlichen Funktionsauswertungen.
1 1 FEine andere exzellente Methode ist das Verfahren von Dormand-Prince-
p=3 1/2(1/4 1/4 5(4) (DOPRI5) mit den folgenden Koeffizienten
[1/6 1/6 2/3 0
Wir erhalten so fir die diskreten Werte u bzw. u der beiden Verfahren fol- 1 1
gende Terme: : : .
h f0 | 40 0
Ujp1 = Uj + ?J(k'l + kz), (623) 4 44 56 32
5| 1 15 g
ko= f(tj,u), § | lo3r2 25360 Gus 212
ko= f(t; + by uj+ k) L 3 e 49w
ind '
b RS 0 500 125 2187 11
. ~hy . . 381 s 102 orsr 81
Ujp1 = j+ E(/lc1 + ko + 4ky), (6.24)
k= f(t;,5), n | g 0 i B -E7 & o
ky = f(t;+ Ry, + hiki), g | 21 0 7571 393 92097 187 1
v | 57600 16695 640 339200 2100 40

h; hj . -
f <t] + g,aﬁ NG +kz))-

~
&
|

Da wir vom gleichen Startwert starten, gilt dann I;l = ki und 12:2 = ky und
damit brauchen wir diese Werte nur einmal zu berechnen.

Beispiel 69 Das cingebettete Runge-Kutta-Fehlberg-4(5)- Verfahren hat die

Form

0

1 1

| 1

3 3 9

g | @2 32

12 | 1932 7200 7296

13 | 210 9197 2197

Ll ase g 3680 _ 845
216 513 4104

1 8 , 3344 1859 11

2 27 a0

Y 72156 0 140§ m2197 7% 0  Ordnung 4
16 6656 28561 9 2

U | 135 0 19825 56430 50 G55 Ordnung 5



Kapitel 7

Lo6sung von linearen
Gleichungssystemen.

Fast alle Praxisprobleme, ob in der Physik, der Chemie oder den Ingenieur-
wissenschaften fiithren letztendlich auf die Losung eines linearen Gleichungs-
systems welches typischerweise heute eine grofle Zahl von Variablen hat. Ein
Beispiel haben wir schon bei der Spline-Interpolation gesehen. Ein ande-
res Beispiel tritt offensichtlich bei der Losung von impliziten Runge-Kutta—
Verfahren auf. Wir betrachten die folgende Aufgabe:

Berechne eine Lésung von Az = b, wobei A € C™" (oder R*") und b € C*
(oder R") ist. Im folgenden verwenden wir immer K = C oder K = R. Wir
werden im folgenden einige Verfahren kennenlernen und genauer auf ihre
Qualitdt untersuchen.

7.1 Normen und andere Grundlagen
Zuerst betrachten wir als Wiederholung ein paar Grundlagen.

Eine Vektornorm auf K" ist eine Funktion f : K* — R, welche die fol-
genden Bedingungen erfiillt.

flz) > 0 Vo € K" ( dabei ist f(z) =0<= z =0),
fle+y) < flx)+ fly) Vo,y €K,
flaz) = lalf(z) Va e Kz e K",
(7.1)

Wir schreiben f(z) = ||z||.
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Beispiel 70

lzll, = (/" +-lo?)r, p> 1,
lzli = o]+ |we] + -+ |2a],
lalls = (a1 + Jwal + - + 2 ) = (2" 2)2,
lzlle = max |z,
1<k<n

Proposition 71 FEs gilt:

1 1

|7yl < |zllpllylly, fiir = + = =1 (Héldersche Ungleichung)
p q

|2yl < |zllallylls  (Cauchy-Schwarz-Ungleichung)

el < [lall < Vnlzl.

[l < [l2ll2 < V2o

el < [l < il

Eine Abbildung f : K™" — R heifit Matriz Norm, falls

f(A) > 0 VA € K™" ( dabei ist f(A) =0<= A=0)
f(A+B) < f(A)+ f(B) VA,Be K™
flad) = Jalf(A) Va e K, A e K™
(7.2)

Beispiel 72 Beispiele sind die Frobenius Norm

AllF = (ZZ> , (73)

i=1 j=1
dies ist die euklidische Norm auf K™, und die Matriz p Normen

A
[|A]l, = sup 1A =sup ||A I

=20 (2l a0l N2l

= max Az, (74)
1

ll=lln=

p

Insbesondere gilt

m
Al = max Y |ay]
i=1

1<j<n
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[Allee = 12?;"2;\%‘\
pe

Die Matriz 2 Norm ist nicht so leicht zu charakterisieren wie || o |1, || ® |-
Es gilt, dass ||A||3 der grifite Eigenwert von A*A ist.

Matrix Normen sind abhéngig von der Dimension. || e ||y auf R*? ist etwas
anderes als || o || auf R>S.

Eine Matrixnorm heifit konsistent, falls |AB|| < ||A]|||B||. Die p-Normen
und die Frobenius-Norm sind konsistent, d.h.,

[ABl, < [lAlLIBl,

VA e K™, B e K" 7.5
14Ble < IAILIBIF <Al FIB]r =
Nicht alle Normen erfiillen die Konsistenzbedingung.

Proposition 73 Es gelten folgende Ungleichungen und Gleichungen

All: < llAllr < Vol Al
max fa;;| < |[Allz < vimnmax fag,

A

1
— < : < s

\/ﬁllflllm < Al < Vml| Alloo,

1

\/—EI\AIM < Al < Vall AL (7.6)

Weiterhin brauchen wir noch Absolutbetrige fir Matrizen.
Sei A € C™", dann ist |A| = B mit b;; = |a,;;|. Wir setzen

B <A fallsb; <a;, Vi=1:m,j=1:n.

Proposition 74 Fir das Rechnen mit Betrigen gelten folgende Regeln.

A+ B| < |Al+]B],
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|AB| < |A[]B],
A < B. C,D>0= CAD < CBD,
Al < (1Al
Al = ([TA[, fir [ o] = [l o[l [[ @[l | &[],
1Al < Bl = [ Al < Bl [ Allee < I Blloo: [[Allr < [|Bl[F.

Wir haben gesehen, dass sich beim Speichern oder Runden ergibt, dass
[9l(A)];; = [gllai;)] = [aij (1 + &;5)] mit [e;5] < eps.
Dann folgt
1g1(A) — A] < eps]A].
Dieses kann auch als Normungleichung umgeschrieben werden,
llgl(A) = Ally < eps || A

Heute werden vielfach fiir Fehleranalysen nicht Normabschéitzungen sondern
elementweise Abschitzungen verwendet.

7.2 Losung von Dreieckssystemen

Zur Anfang betrachten wir erst einmal Dreiecksmatrizen. Sei nun L = [I;;] €
K™" eine invertierbare untere Dreiecksmatrix, d.h. {;; = 0 fiir i < j. Wir
betrachten die Losung von Lz = b = [b;] mit b € K". Wir erhalten sofort
durch Vorwirts-Einsetzen die Losung

i-1
T = (hZhﬁj) Jli i=1,-,n. (7.7)
st

Dieses Verfahren wird durch folgenden Algorithmus realisiert.

Algorithmus 3
Input: L € K™ untere Dreiecks-Matriz, nichtsingulir, b € K".

Qutput: Lésung von Lz = b, iiberschrieben auf b.

b(1) = b(1)/L(L, 1);
FOR i=2:n

b(i) = (b(i) — L(i, 15— 1) % b(1: i — 1))/ L(3,7);
END




7.2. LOSUNG VON DREIECKSSYSTEMEN 97
Die Multiplikation L(i,1:4— 1) % b(1 : ¢ — 1) ist natiirlich eine Schleife.
Die Kosten fiir Algorithmus 3 betragen n? flops .

Eine Riickwértsanalyse fiir Algorithmus 3 liefert fiir die berechnete Losung
von I

(L+ F)i = b, wobei |F| < n- eps - |L| + O(eps?). (7.8)

Der analoge Algorithmus fiir obere Dreiecksmatrizen heifit Riickwirts—
Einsetzen. Sei U € [u;;] € K™ obere Dreiecksmatrix. Fiir die Lsung von
Uz =b =[] € K* erhalten wir

Ty = (bl— Z Uij.’E]‘) /U]j i:n,n—l,...,l (79)

j=itl
durch den folgenden Algorithmus.

Algorithmus 4
Input: U € K" nichtsingulire obere Dreiecks-Matriz, b € K".
Output: Lésung von Ux = b, tberschrieben auf b.

b(n) =b(n)/U(n,n);
FOR i=n—-1:-1:1

b(i) = (b(i) —U(i,i+1:n) xb(i +1:n))/U(i,1);
END

Fiir die Kosten in Algorithmus 4 erhalten wir wieder n? flopsund die
Riickwértsanalyse liefert fiir Algorithmus 4, dass

(U+ F)i =b, wobei |F| < n-eps - |U|+ O(eps?). (7.10)

Es gibt Varianten dieser Algorithmen fiir Parallel und Vektorrechner (spal-
tenorientierte Versionen) und entsprechende Block Versionen fiir mehrfache
rechte Seiten.

Die Algorithmen zum Vorwirts und Riickwérts Einsetzen bilden die Basis
fiir die Losung von Gleichungssystemen mittels einer LR Zerlegung und sind
in Paketen wie LAPACK implementiert.
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7.3 LR-Zerlegung

Wir kommen nun zur LR-Zerlegung einer Matrix A als A = LR, mit L
untere und R obere Dreiecks-Matrix.

Falls man so eine Zerlegung hat, so 16st man Az = b mittels Algorithmus 4
und 3, indem man Ly = b und Rz = y nacheinander 16st. Die LR Zerlegung
wird mittels des Gaufischen Eliminationsverfahrens erzeugt. Dazu verwenden
wir sogenannte Gaufi—Transformationen.

Sei x € K" mit zx # 0. Sei

0
: k
t =tk = 0 ,ti:'ﬁ,i:k-klzn
tk+1 Ty
t'".?
und sei ¢y, der k-te Einheitsvektor.
Setze
My, .= I — t®el” (Dyade oder dufieres Produkt). (7.11)
Dann gilt
1 r T
Mz = ! N (7.12)
—tper 1 Thi 0| ’
—t, 1 T, 0

My, heifit Gauff Transformation.

Algorithmus 5
Input:  x€ K" 2y #0.
Qutput:  Vektor t der Linge n — 1, so dass fir die Gaufi Transformation M mit
M(2:n,1) = —t und y = Mz gilt, dass y(2:n) =0.
FUNCTION t= GAUSS(x)
n = length(z);
t=ux(2:n)/z(1);
END GAUSS
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Dieser Algorithmus bendtigt n — 1 flops.
Wir betrachten nun die Multiplikation mit einer Gaufi-Transformation
M.C = (I —t®eh)C = C =1 (el ). (7.13)

Da (1 : k) = 0 wird nur C'(k + 1 : n,:) verdndert. Die Multiplikation wird
durch folgenden Algorithmus realisiert.

Algorithmus 6
Input:  C € K™, M € K™ Gaufi—-Transformation mit M (2 : n,1) = —t.
Qutput: C idiberschrieben mit MC.

FUNCTION C = GAUSSAPP(C,1)
n = size(C,1);
C(2:n,:)=C2:n,:)—t*xC(1,:);
END GAUSSAPP

Dieser Algorithmus benétigt 2(n — 1)r flops.

Die Fehleranalyse fiir Algorithmus 6 liefert fiir den berechneten Wert £ fiir

t aus GAUSS, dass
t=1+e, wobei |e| < eps [t]. (7.14)
Damit erhilt man fiir das Ergebnis von GAUSSAPP
gl (I —1ef)C) = (I —te])C + E, (7.15)
wobei

[B] < 3 eps (IC] + [t/ |C(1,2)]) + O(eps?) (7.16)

Falls |¢| gro8} ist, dann werden die Fehler in der Aufdatierung sehr
grof} gegeniiber |C].

Die Transformation auf Dreiecksgestalt erfolgt nun durch mehrfache An-
wendung von GAUSSAPP.
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Im k ten Schritt erhalten wir (falls alles glatt geht)

k—1 k—1 k—1
[af el e el
0 :
: k=1 R 2]
AED = My Mo M A = k-lk-1 k—Ln
0 (k 1) (k 1)
Ay ™
[0 0
(7.17)

Wir fahren dann fort auf dem noch nicht reduzierten unteren Block. Die
vollsténdige Dreiecksreduktion wird dann durch die folgende Schleife erzielt.

n = size(A,1);

k=1

WHILE A(k,k) # 0 AND & < n
t = GAUSS(A(k : n,k)); (7.18)
A(k:n,:) = GAUSSAPP(A(k : n,:), t);
kE=k+1;

END

Die Elemente A(k, k), die withrend des Algorithmus auf 0’ iiberpriift wer-
den miissen, heiflen Pivots. Ihre relative Grofie ist entscheidend fiir die Feh-
leranalyse.

Matrizentheoretisch formuliert gilt, dass wenn die Schleife 7.18 mit &k = n
endet, so ist
A’Lz—l e MlA =R

mit R obere Dreiecks-Matrix.
Fiir jedes My =1 — t(")e{ gilt J\kal =1+ t(")ekT,, und damit gilt

A=M7"-- M "R=:L-R.

Alle My, sind untere Dreiecks-Matrizen mit 1 Diagonale also auch L.
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Theorem 75 (Existenz und Eindeutigkeit der LR—Zerlegung)
Eine Matriz A € K™ hat eine LR—Zerlegung genau dann, wenn

det (A(1:k,1:k))#£0 firk=1:n—1. (7.19)

Falls die LR-Zerlequng existiert und A nichtsinguldr ist, so ist die LR—
Zerlegung eindeutig und det A = ryq - Tpy.

Beweis. Falls A eine LR Zerlegung

1 LA A 1)
loy

A=
lnl ln,n+1 1 Tn,n

besitzt, so gilt r;; # 0 fiir i = 1:n — 1, da die r; die Pivots sind.

k
det (A(1:k, 12 k) =det (L(1: k,1:k))-det (R(1:k,1:k)) =1-[[ra #0.

i=1

Die Riickrichtung beweisen wir mit Induktion iiber k. Der Fall k£ = 1 ist
klar. Angenommen k — 1 Schritte sind ausgefiihrt, A®=D = M, ;... M;A
und agf,zl) ist das k—te Pivot. Dann ist

. ]
*
My - MyA — ! A= A D)
Mk=1)
| * * 1 |
[ali™V *
k—1
_ ey S R
=)
akk k
L * Sk
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Es folgt, dass

i

k
det (A* V(A k1K) = J[al™
i=1

det (M*D(1:k,1:k),) - det (A(1: k,1:k)).

=1

Also folgt aus det (A(1: k,1: k)) # 0, dass aﬁ"kfl) # 0 ist.

Zur Eindeutigkeit: Seien A = LiR; = LRy zwei LR-Zerlegungen der
nichtsingulidren Matrix A. Dann sind L;, R; i = 1,2 auch nichtsinguldr. Also
folgt

;'L = RyR;!

ist gleichzeitig untere Dreiecks-Matrix mit Einsdiagonale und obere Dreiecks-
Matrix und damit die Einheitsmatrix. Also L; = Ly, Ry = Ry und

det A=detL-detR=1-detR =111 - Tpn.

Die LR-Zerlegung 1dBt sich auch iiber anderen Koérpern (Ringen)
durchfiihren.

Einige praktische Details.
e Die Gaul Transformation braucht nur auf Spalten k£ : n angewendet
werden, und selbst bei Spalte & kennen wir das Ergebnis. Also haben

wir die folgende Anderung der Schleife

A(k:n,k+1:n)= GAUSSAPP (A(k:n,k+1:n),t);

e Die Multiplikatoren, d.h. die wichtigen Elemente von #; kénnen auf den
entstandenen Nullen von A gespeichert werden.

Damit erhélt man folgenden Algorithmus fiir die LR Zerlegung.
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Algorithmus 7 (GauB—Elimination)
Input: A€ K" mit A(1:k,1: k) nichtsinguldr fir k=1:n— 1.

Output:  Faktorisierung M, _1---MyA = R, mit R obere Dreiecks-Matriz und M;
Gauf-Transformationen, R wird im oberen Dreieck von A und die Multi-
plikatoren aus My in A(k + 1 : n,k) gespeichert, d.h. A(k + 1 : n, k) =

—My(k+1:n,k).
FOR k=1:n-1

t = GAUSS(A(k : n,k));

Ak +1:n,k) =1t;

Ak :n,k+1:n) = GAUSSAPP(A(k : n,k+1:n),t);
END

2n?

Die Kosten fiir den Algorithmus betragen =~ flops, jeder Durchgang durch
die k—Schleife ist ein Aufleres Produkt.
(k

Wir haben gesehen, dafi wir die Multiplikatoren aus ¢*) in A speichern

kénnen. Wie erhalten wir nun L (falls wir es bendtigen)?

h
Il

(My_y - M) ™ =M M

n—1
(14 t0ef) - (1406 ) = 143 1 0ef.
k=1

Also folgt L(k +1:n,k) = t*).

Die Losung eines linearen Gleichungssystems folgt nun basierend auf der
LR-Zerlegung wie oben beschrieben.

Im wesentlichen enthilt Algorithmus 7 drei Schleifen die ineinanderge-
schachtelt sind. Je nach Rechnerarchitektur ist es besser eine andere als die
beschriebene Anordnung zu verwenden. Siehe das Buch von Golub/Van Lo-
an: "Matrix Computations’.
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7.4 Fehleranalyse der Gauf3-Elimination

Da die Losung von Gleichungssystemen so wichtig ist, wollen wir hier ex-
emplarisch einmal die volle Riickwérts-Analyse betrachten. Um eine Idee zu
bekommen was passiert betrachten wir das parametrisierte System

(A4+eF)z(e)=b+ef, x(0) =2, FeK", f e K".

Falls A nichtsingulér ist, so ist 2(e) differenzierbar in einer Umgebung von 0
und es gilt:
#(0) = A7\(f — Fa).

Eine Taylorentwicklung liefert
2(e) =z +2(0) + O(£?).
Also folgt fiir jede Vektornorm und zugehorige konsistente Matrixnorm, dass

[lz(e) — =] oy SIFI ,
WS\EH\A H{ +||FH}+(9(5). (7.20)

]
Fiir quadratische Matrizen definieren wir dann die Konditionszahl einer Ma-

trix als
ey (A) = [l A] [ A7, (7.21)

diese ist abhingig von der Norm, und wir setzen x(A) = oo fiir A singulér.
Mit der Konsistenzungleichung ||b]| < ||A]|||z|| folgt dann fiir den relativen
Fehler

llzte) =l #(A)(pa + p) + O(e?), (7.22)

wobei

pa= SLFH-pb U
AlI° el

die relativen Fehler in A, b sind. Damit ist x(A) der Verstarkungsfaktor fiir
die relativen Fehler in den Daten.

Die Abschiitzung (7.22) ist noch unbefriedigend, da sie auf . klein® be-
ruht, eine genauere Analyse erhilt durch komponentenweise Abschiitzung.
Wir erhalten:
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Fiir schlecht konditionierte Probleme kann also auch ein guter
Algorithmus schlechte Ergebnisse liefern.

Wir betrachten nun konkret das Gaufi—Verfahren in der Form von Algo-
rithmus 7.

Theorem 76 Sei A eine n x n Matriz von Maschinenzahlen. Falls kein 0—
Pivot wihrend der Ausfihrung von Algorithmus 7 auftritt, dann erfillen die
berechneten Faktoren E, R
LR=A+H (7.23)
mit
|H| < 3(n—1)eps (|A| +|L||R]) + O(eps®) (7.24)

Damit haben wir eine Analyse iiber die LR—Zerlegung, jetzt miissen wir
noch analysieren, was die Dreiecks-Ldser machen.

Theorem 77 Seien i,ﬁf die berechneten LR Faktoren aus Algorithmus 7.
Bei Verwendung von Algorithmus 3 bzw. 4 zur Lisung von Ly = b und

Rz =g ergibt sich (A+ E)T = b mit
|E| < neps (3|A| + 5|L| |R]) + O(eps?). (7.25)
Wiire nicht der Term |L||R| in der Abschitzung, welcher grof sein kann,
so wire der Algorithmus riickwérts stabil. Da wir jedoch nichts gegen kleine

Pivots machen kénnen, falls diese auftauchen, kann |L|, | R| sehr groff werden,
und der Algorithmus ist damit NICHT riickwérts stabil.

7.5 Partielle Pivotisierung (Spaltenpivotisie-
rung)

Um zu vermeiden, dass 0 Pivots oder sehr kleine Pivots auftauchen, wird
jeweils in der momentanen Spalte, das betragsmifiig maximale Element ge-
sucht und durch eine Zeilenvertauschung (Multiplikation mit Permutations-
matrizen P;) in die Diagonalposition gebracht.

Diese Vorgehensweise heifit Spaltenpivotisierung oder partielle Pivotisie-
rung und garantiert, dass alle Multiplikatoren vom Betrag kleiner oder gleich
1 sind. Es gilt

|(PkA'[k71 s A'IIPIA)kk‘ = kn<113<); ‘(Pk]\'[kfl . AIIPIA)H@‘ s k=1:n-1.
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Falls das Pivot 0 ist, so kann man einfach den Schritt der Elimination weg-
lassen, da dann alle zu eliminierenden Elemente in dieser Spalte auch 0 sind.

Man erhilt dann den folgenden Algorithmus.

Algorithmus 8 (Gaufi—Elim. mit partieller Pivotisierung)
Input: A e K.
Output:  Gaufi—Transformationen My, ..., My_y und Permutationen Py, ..
dass M,_P,_, -+ M,PiA = R obere Dreiecks-Matriz.

Keiner der Multiplikatoren hat Betrag > 1. A(k + 1 : n, k) wird durch
—~Mi(k+1:nk), k =1:n—1 dberschrieben, A(1 : k, k) wird durch
R(1: k. k), k =1:n diberschricben. Im Pivotvektor piv(1 : n — 1) werden
die Vertauschungen gespeichert. Py vertauscht die Zeilen k und piv(k), k =

1:n-1.
FOR k=1:n-1
Bestimme p (k< o <n) mit |A(p, k)| = |A(k : n, k) ||oo
Ak, k:n) «— A(p, k= n)
piv(k) = p;
IF Ak k) #0
t=GAUSS(A(k : n,k));
Alk+1:n.k)=t;

A(k:nk+1:n)=GAUSSAPP(A(k :n,k+1:n),t);

END
END

Die Kosten fiir diesen Algorithmus sind O(n?) Vergleiche und 2%1 flops .
Die Losung des linearen Gleichungssystem Az = b erhélt man also durch
Yy = ]\/Inyflpnfl e A"]lplb

und danach der Losung von Rz = y. Samtliche Informationen werden in A, b
und piv gespeichert.
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Beispiel 78

(3 17 mw
A= 12 4 -2
| 6 18 712J
'001}
P = 1010
_100J
[6 18 —12
PA = |2 4 =2 piv(l) = 3
|3 17 10
1 00 6 18 —12
M, = 7% 10 M, P A = 0 -2 2
| —5 01 0 8 16
1.0 0
P, =001 piv(2) = 3
L0 10
100 6 18 —12
My, = |0 10 R = |0 8 16
L0 11 00 6

Was passiert mit L?

Theorem 79 Man verwende Gaufs Elimination mit partieller Pivotisierung
zur Berechnung von
Mn,1Pn71 e A[lPlA = R (726)

mit Algorithmus 8. Dann, gilt
PA = LR,

mit P = P,_y--- Py (Permutationsmatriz), L untere Dreiecks-Matriz mit 1
Diagonale, |l;;| < 1. Die k~te Spalte von L ist unterhalb der Diagonalen eine
permutierte Version des k—ten Gauf$-Vektors. Speziell fir My = I — t(k)ez
qgilt

L(k+1 :’I'L,k') :l](k-‘rl :n), g:Pn,]"'Pk_Ht(k).

Beweis. Aus (7.26) folgt

My_i---MyPA=R mit
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Moy = My,
My = Py 1o PopyMpPryy - Py, k<n—2.

Da Pj nur Zeilen j und p > j vertauscht, so folgt P(l:j—1,1:j
1) = I;_y. Also ist M}, eine GauB-Transformation mit Gauf—Vektor ik =
Pn,]"'Pk_Ht(k). 0

Durch die einfache Ersetzung der Zeile

Ak, k:n) «— A(u, k :n)

durch
Ak, 1:n) «— A(p,1:n)

in Algorithmus 8 gilt dann wieder, dass A(i,j) die Werte L(i, j) fiir i > j
nach Ende des Algorithmus enthilt.

Die Fehleranalyse liefert das folgende: Da Permutationen rundungsfehler-

frei durchgefithrt werden kénnen, kann man analog zeigen, daf} die berechnete
Losung Z die Gleichung (A + E)Z = b erfiillt mit

|B| < neps (314 +5P" L] R) + O(eps?), (7.27)

wobei P, L, R die berechneten P, L, R sind.
Durch die Pivotisierung folgt

L] <,
und damit
| Blls < neps (31411 + 50 Rl ) + O(eps?).
Als letztes Problem bleibt die Bestimmung einer Schranke fiir || R|oo.

Definiere den Wachstumsfaktor p durch

(7.28)



7.6. VOLLSTANDIGE PIVOTISIERUNG 109

wobei A®) die berechnete Version von A® ist. Dann folgt

Bl < 8n7pl|Alloc eps + O(eps?). (7.29)

Die Fehlerschranke hiingt also wesentlich von p ab, der Faktor n® ist i.a. in
der Praxis vernachlissigbar, da er nicht auftritt. Der Faktor p ist typisch von
der Ordnung 10, kann aber om schlimmsten Fall 2"~ sein.

Im allgemeinen ist der Gaufi-Algorithmus mit partieller Pivotisierung sehr
zuverlissig und kann relativ sorglos verwendet werden.

7.6 Vollstindige Pivotisierung
Um den Wachstumsfaktor zu verkleinern gibt es eine Variante, in der das
Pivot aus der gesamten Matrix A®=D(k : n, k : n) ausgewihlt wird, d.h. wir
bestimmen eine Zerlegung

]Lln IPn 1"'AIIP1AQ1"'Q1L 1= R

mit Permutationsmatrizen P;, Q;, die so bestimmt werden, daf}

‘(PkA(’“’”Qk-,)kk:‘ = kg}?)g(n ‘(PkA(k—l)Qk)iJ‘ )

Theorem 80 Bei Verwendung von Gaufi—Elimination mit vollstindiger Pi-
votisierung zur Berechnung von

My 1Py MyPLAQ: - Quoy = R (7.30)

qgilt
PAQ =LR

mit P= P, - P, Q= Q1 -Qn_y und L ist untere Dreiecks-Matriz mit
1 Diagonale und |l;;| < 1. Fiir My = I — t®el gilt

Lk+1:nk)=gk+1:n) mit g= P,y Poqt®.
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Algorithmus 9 (GauB3—Elim. mit vollstindiger Pivotisierung)
Input: A e K",

Output: LR-Zerleqgung von PAQ mit P, Q) Produkte von elementaren Permutations-
matrizen, A(1 : k, k) wird durch R(1 : k, k), k=1:n und A(k+1:n.k)
durch L(k +1:n,k), k =1:n—1 diberschrieben. P, vertauscht Zeilen k

und p(k), Qy vertauscht Spalten k und q(k).
FOR k=1:n-1

Bestimme i, X, so daf$ |A(u, \)| = max {|A(4,7)]: 4,5 =k :n}

A(k,1:n) <— A(p,1:n)

Al :n k) <— A(1:n, )

p(k) = p;

q(k) = A;

IF Ak k) £0
t=GAUSS(A(k : n,k));
Ak +1:nk) =t;

A(k:nk+1:n)=GAUSSAPP(A(k:n,k+1:n),t);

END
END

Die Kosten fiir den Algorithmus sind 2'31—3 flopsund Vergleiche. Die Kosten
fiir die Vergleiche sind nicht vernachlassigbar.

Bemerkung 81 Man sieht sofort, dass wvollstindige Pivotisierung LR
Zerlegungen fiir Matrizen mit rank A = r < n erlaubt, denn wenn es kein
Pivot ungleich O mehr gibt so ist auch die Elimination beendet.

In exakter Arithmetik gilt fir Algorithmus 9, dass

1

< k3(2-3% - kFT)% max |a).

(k)

@

Die Schranke ist sehr langsam wachsend mit k. Mit der empirischen Tatsa-
che, daf$ p &~ 10, kann man aussagen, dass Gaufi—Elimination mit vollstindi-
ger Pivotisierung rickwdrts stabil ist, d.h. die Methode lost exakt

(A+E)i=b

fiir kleines E. Die Wilkinson’sche Vermutung, dass die Schranke n ist, ist
nicht richtig.
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7.7 Abschitzung der Genauigkeit

Das Residuum r der berechneten Losung von Az = b ist der Vektor r =
b — Az. Ein kleines Residiuum bedeutet, dass Az eine gute N#dherung von
b ist. Wenn man annimmt, dass (A + E)& = b, | E||s ~ eps || A, so folgt
|6 — AZ||oc =~ eps ||A

oo [l ce-

Heuristik I Gaufi-Elimination erzeugt eine Losung & mit relativ kleinem
Residuum.
Kleine Residuen implizieren hohe Genauigkeit jedoch nur bei
kleiner Konditionszahl.
[ = lloc
S R eps Koo (A).
]loc

Heuristik IT Falls eps =~ 10 ¢ und sy (A) &~ 109, dann erzeugt Gauf
Elimination eine Losung mit ungefihr d — ¢ korrekten Dezimalstellen.

Beispiel 82

986 579 | [ ] _ [ 235 N [2
[.409 .237} {zz}* [ .107}’”(A)°°~700’ e {3}

eps | i N Lo all | Lo A
i i i ol | TAL<Ti]o
107°] 211 | =317 [5-1022.0-1077
10| 1.98 | —2.975 |8-1073 |1.5-107*

10 5] 2.0019 | —=3.0032 |1-10 *|2.1-10 ©

1076 | 2.00025 | —3.00094 | 3-107* | 4.2-1077

Eine weitere Verbesserung ist durch Skalierung der Daten zu erreichen.
Dies sollte man in der Praxis immer durchfiihren.

Az =b<= D;{'ADyy = Db, y = Dy'w
Falls man fiir Dy, Dy Diagonalmatrizen aus Maschinenzahlen der Form

diag (P™, P™, ..., P™)
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nimmt, so kann die Skalierung ohne Rundungsfehler in O(n?)
flops durchgefiihrt werden. Dann gilt

D5 (@ = 2)lloe _ 115 = ylloo

1D, 7] T A eps Koo Dy TADY). (7.31)
2 Llloo Ylloo

Wenn man also ko (Dy AD,) gegen ko(A) verkleinert, erwartet man eine
Verbesserung des Resultats. Es gibt zwei gebrduchliche Varianten:

a) Zeilenskalierung: Dy = I, D, so, daf§ alle Zeilen ungefiihr gleiche co
Norm haben.

b) Zeilen Spalten Gleichgewichtung: Wihle Dy, Dy so, dass alle Zeilen

und Spalten oo Norm im Intervall [%, 1] haben ( wobei p die Basis
der Maschine ist).

Beispiel 83

10 100000 x| | 100000 — 0.0001 1 x| |1
1 1 Ty | 2 1 1 o | |2
. . . . . . _ 0.00
Bei dreistelliger Arithmetik, p = 10 ergibt das erste System T = 1.00
1.0001.... }

1.00

. 1.00 . L
und das zweite { } . Ezakte Lisung v = { 0.9999...

7.8 Iterative Verbesserung

Angenommen, wir haben Az = b mittels Gaufl-Elimination mit partieller
Pivotisierung gelost, PA = LR, und wollen jetzt die Losungsgenauigkeit
verbessern. Wir konnten folgendes ausfithren:

r=b— A% (doppelt genau) ,
Lose Ly = Pr,

Lose Rz =y,

Setze © =T + z,

(7.32)

so folgt bei exakter Rechnung

Av=Ai+Az=(b—r)+r=0.
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Wenn man (7.32) allerdings einfach so ausfiihrt, ist das Ergebnis nicht ge-
nauer als . Dies ist zu erwarten, denn 7 = gl(b — AZ) hat im allgemeinen
kaum richtige signifikante Stellen (siehe Heuristik I). Also

7 =gl(A7'r) = A7' . Rauschen = Rauschen.

Um eine Verbesserung zu erhalten, sollte man daher » = b — Az mit erhéhter
Genauigkeit berechnen (doppelt so viele Stellen wie sonst). Dieser Prozess
kann iteriert werden.

Heuristik IIT Bei Maschinengenauigkeit eps = 1077 und ko (A) & 107,
hat nach & Schritten von (7.32) (mit doppelter Genanigkeit fiir das Residu-
um) das berechnete z ungefihr min{d, k(d — ¢)} korrekte Stellen.

Die Kosten betragen O(n?) pro Nachiteratinsschritt. Bei Rechnung von
PA = LR in einfacher Genauigkeit und eps - £ (A) < 1, ist die Losung
korrekt in einfacher Genauigkeit nach einer Iteration. Also haben wir kaum
eine Verteuerung und dafiir eine Verbesserung der Lisung.

7.9 Der Cholesky—Algorithmus, Bandmatri-
zen

Ein guter numerischer Algorithmus sollte spezielle Eigenschaften des ma-
thematischen Problems beriicksichtigen. Der Gaufl Algorithmus ist auf all-
gemeine lineare Gleichungssysteme zugeschnitten. Nun sind aber viele der
Anwendungsprobleme so, dass die Gleichungssysteme eine spezielle Struktur
haben, wie zum Beispiel Symmetrie oder eine Bandstruktur. Wir betrachten
nun zuerst symmetrische (Hermite’sche) Systeme

Az =0 mit A= A" dh a; =Gy, (7.33)
und zusitzlich den wichtigen Spezialfall der positiven Definitheit, d.h.
x*Ax > 0, Vo € C"\ {0}.
Wir untersuchen nun , wie wir den Gaufi-Algorithmus verbessern kénnen.

Theorem 84 (Cholesky Zerlegung)
Sei A € K™ (K = C oder K =R), Hermite’sch positiv definit. Dann existiert
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eine untere Dreiecks-Matriz G € K™ mit positiven Diagonalelementen, so
dass
A=GG".

Beweis. Da A positiv definit ist, sind alle Hauptabschnittsmatrizen
A1k 1:k), k=1,...,n

positiv definit, haben also Determinante # 0. Also existiert eine eindeutige
LR 7Zerlegung A = LR mit L untere Dreiecks-Matrix mit 1 Diagonale, und
R hat Diagonalelemente > 0 (gleich den Pivots). Also kann man R schreiben
als DR, wobei R 1-Diagonale hat. Sei D = diag (dy,....d,). Die Pivots sind
gerade die Determinanten der Hauptabschnittsmatrizen, also reell positiv

(alle Eigenwerte sind reell, positiv), also ist d; > 0, Vi =1,...,n. Wir haben
A=LDR=TLD:D:R. D = diag(d?,...,d32).
Also folgt

D 3L YAL *D 7= D3RL *D =.
Links steht eine Hermitesche Matrix, rechts eine obere Dreiecks-Matrix mit
1-Diagonale. Also muf} rechts die Einheitsmatrix stehen und es gilt

D'R=D3L"
und damit R = L*. Wir erhalten also G := LD?. 0

Damit kénnen wir den Gaufl Algorithmus verbessern und erhalten den
Cholesky Algorithmus.

Algorithmus 10 (Cholesky—Zerlegung)
Input: ~ Hermite’sch positiv definite Matriz A € K™".

Qutput:  Untere Dreiecks-Matriz G € K™™ mit positiver Diagonale, so daff A = GG*.

Fiir i > j iiberschreibt G(i, j) jeweils A(i, j).

FOR k=1:n
Ak, k) = JA(k, k);
Ak +1:n,k)=A(k+1:n,k)/A(k, k);
FOR j=k+1:n
A in ) = A 1 n,j) — A(J 1 n. k) x A4, k);
END
END
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Die Kosten fiir diesen Algorithmus betragen n®/3 flops. und die Fehlerana- die gewiinschten Brandbreiten haben und es gilt A = LR. O
lyse kann analog wie bei der LR—Zerlegung durchgefiihrt werden.
Die Losung des Gleichungssystems erhdlt man dann wie bei Gaufi mit Es folgt also, dass man die Bandstruktur optimal ansnutzen kann voraus-
Vorwirts und Riickwirtseinsetzen. gesetzt, die LR Zerlegung existiert, und man muss keine Vertauschungen
Um bessere Stabilitit zu erhalten sollten man auch hier wieder pivoti- durchfiihren.
sieren, es ist aber auch wichtig die Symmetrie zu erhalten. Dies erfordert
dann symmetrische Permutationen PAP* verwenden, die die Diagonalele- Algorithmus 11 (Band Gaufl—Elimination)
mente vertauschen. Damit konnen dann auch positiv semidefinite Matrizen Input:  p—q Bandmatriz A € K™ welche eine LR Zerlegung besitzt.
zerlegt werden. Output:  Zerlequng A = LR, A(i, j) diberschrieben durch L(i,j) fir i > j und R(i,j)
sonst.

FOR k=1:n-1
FOR i=k+1:min(k+p,n)

7.10 Bandsysteme

Eine weitere hiufig vorkommende spezielle Struktur ist die Bandstruktur.
Eine Matrix heifit p — ¢ Bandmatriz mit unterer Bandbreite p und oberer
Bandbreite q, falls a;; = 0 fiir ¢ > j+pund j > i+q.

END
FOR j=k+1:min(k+q,n)
FOR i=k+1:min(k+p,n)

Beispiel 85 A(i,j) = A(4,5) — A(i k) « A(k, j);
[ * % o« 00 -‘ END
; : I I 2 untere Bandbreite 1 END END
A= obere Bandbreite 2
00w x x 1-2 Bandmatriz
00 0 * =* ’ Die Kosten fiir diesen Algorithmus betragen fiir n > p, ¢ ca. 2npq flops und
00O0O0O0 die Fehleranalyse ist analog zur LR-Zerlegung ohne Pivotisierung. Man kann
auch noch spezielle Speichertechniken nutzen und auch die Dreiecksldser ver-

Theorem 86 Dic Matriz A € K™ habe eine LR-Zerlegung A = LR. Falls
A eine p — q-Bandmatriz ist, so hat L untere Bandbreite p und R obere
Bandbreite q.

bessern.

Algorithmus 12 (Band—Vorwéirts—Auflésen)

Beweis. Mit vollstéindiger Induktion: Input: L € K™" untere Dreiecks-Matriz mit 1-Diagonale und Bandbreite p, b € K".
Qutput: b dberschrieben mit der Lisung von Lx = b.
- w* _ 1 0 1 0 a w* - )
[v B] {v/a In,l}{ﬂ B—vw*/a}{o ]n,l} FOR j=1:n
FOR i=j+1:min(j+p,n)
Die matrix B — vw*/a ist p — ¢ Bandmatrix, da nur die ersten ¢ Komponen- b(i) = b(i) — L(i, j) * b(j);
ten von w und die ersten p Komponenten von v ungleich 0 sind. Sei L;R; END
die LR Zerlegung von B —vw* /. Nach Induktionsvoraussetzung und unter END

Ausnutzung der Nullen in v, w folgt dass

1 0 a w*
Li{v/a L1] und Ri{ﬂ R1]

Die Kosten betragen fiir n > p ca. 2np flops.



7.11. HOUSEHOLDER-ORTHOGONALISIERUNG 117

Algorithmus 13 (Band-Riickwirts—Auflésen)
Input: R € K"" obere Dreiecks-Matriz mit oberer Bandbreite q,b € K".
Output: b iberschrieben mit der Lisung von Rx =b.

FOR j=n:-1:1
b(j) = b(j)/u(j, 5);
FOR i=max(1,j—q):j—1
b(i) = b(i) = L(i, 5) * b(j);
END
END

7.11 Householder-Orthogonalisierung

Wir haben bei der Fehleranalyse von Gaufl gesehen, dass die Grofie Ll |]~2\
der berechneten Matrizen L, R in die Abschédtzung des Fehlers eingeht. Nun
kann natiirlich |L| sehr groB sein, wenn wir ohne Pivotisierung arbeiten. Au-
Berdem haben wir gesehen, daf die Losung von Gleichungssystemen mit Gaufl
auch bei Pivotisierung nicht numerisch riickwiirts stabil ist, wegen der Wachs-
tumsfaktoren. In diesem Kapitel betrachten wir nun Methoden, die auf Zer-
legungen mit orthogonalen (unitéren) Matrizen beruhen und bei denen wir
numerische Stabilitéit zeigen konnen. Diese Zerlegungen werden dann auch
verwendet, um iiberbestimmte Systeme zu l6sen.
Sei v € R*\{0}. Eine n x n Matrix der Form

200"

vy

P=1- (7.34)
heifit Householder Matriz.

Eine Multiplikation mit P spiegelt einen Vektor z an der Hyperebe-
ne span(v)*. Householder Matrizen sind symmetrisch und orthogonal. Sie
sind Rang 1 Modifikationen der Identitét. Sie werden verwendet, um be-
stimmte Komponenten eines Vektors zu eliminieren, analog wie bei Gaufi-
Transformationen. Wir werden hier jetzt nur den reellen Fall betrachten, im
komplexen werden die Formeln etwas komplizierter.

Angenommen z € R" \ {0} und wir wollen v bestimmen, so dass Pz = ce;
(P wie in (7.34)), d.h.

200" "z
Px = (], ’UT’U)I:xi(’UTU)U
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Da wir wollen, dass Pz € span{e;} so folgt dass v € span{z, e }. Setze
v = + ae;, dann gilt

T T T T 2
vir=x r+ar,vv=rc r+2ar +a’.

Also folgt, dass

€1

pr— (1 g trtam N\ o, v
2Ty + 2ax, + o? vTy

Wir withlen «a so, dass der Koeffizient vor z die 0 ist, d.h. a = +[z|, =
+(272)%. Dann gilt v = 2 & ||z||]¢; und damit

UUT

Wir haben dabei aber noch die Moglichkeiten das Vorzeichen zu wéhlen.
Falls © &~ ae;, dann hat v = 2 — ae; eine sehr kleine Norm und es kann
Ausléschung auftreten und damit ein grofler relativer Fehler in 8 = 2/v"v.
Wiéhle daher immer v = x + sign(z;)||z|[2e;. Dann gilt ||v]|2 > ||| und P
ist fast perfekt orthogonal.
Weiterhin normalisiert man v so, dass auf v(1) = 1. Dies vereinfacht eine
ganze Menge von Algorithmen, die auf Householder Vektoren beruhen.

Algorithmus 14 (Erzeugung des Householder Vektors)
Input: e R

Output: v € R" mit v(1) =1, so daf (I — 2w

FUNCTION v — HOUSE(x)
n—=LENGTH (x);

T

)x:ae1.

w=zll2;
v=x;
IF u#0

B = (1) +sign(x(1)) * u;
v(2:n)=v(2:n)/B;
END
(1) =1;
END HOUSE
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Die Kosten betragen ca. 3n flops und das berechnete P erfiillt ||P — P||, =
O(eps). Bei der Multiplikation mit Householder-Matrizen kann an einigen
Stellen die Struktur ausgenutzt werden.

200"
vy

PA:(]f >A:A+va
mit w = ATy und § = UT—ZE Dies ist eine Matrix Vektor Multiplikation und
eine duBere—Produkt Aufdatierung.

Algorithmus 15 (Vormultiplikation mit Householder—Matrix)
Input: A€ R™" veR" v(l)=1.
Output: A tberschrieben mit PA = (I — 2;7”:,) A.
FUNCTION A= ROWHOUSE(A,v)
B==2/v"xuv;
w=pFxA" xv;
A=A+vxuw";

END ROWHOUSE
Die Kosten betragen 4mn flops und fiir dem Fehler gilt, dass gl(PA) = P(A+
E). [1E]lz = O(eps [ All2).

Algorithmus 16 (Nachmultiplikation mit Householder—Matrix)
Input: A€ R™ ve R, v(l)=1.

Output: A iberschrieben mit AP = A (I — Q”VT).

FUNCTION A=COLHOUSE(A,v)
B=—-2/v" xv;
w=/fxAxv;

A=A+ wxv";
END COLHOUSE

Die Kosten betragen 4mn flops und fiir den Fehler gilt gl(AP) = (A + E)P,
[E]ls = O(eps [ Al5).

Diese 3 Algorithmen werden verwendet um bestimmte Teile einer Matrix
zu eliminieren.

Beispiel 87 Uberschreibe A € R™"(m > n) mit B = QTA wobei Q or-
thogonal, so dass B(j + 1 :m,j) = 0 fiir ein j mit 1 < j < n. Sei weiter
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angenommen, dass A(j : m,1:j—1) = 0. Wir wollen den nichtrivialen Teil
von v in A(j +1:m,j) speichern.

v(j:m) HOUSE(A(j : m,j));
A(j:m,j:n) = ROWHOUSE(A(j:m,j:n),v(j:m));
A(GG+1:m,j) = o(f+1:m);

Mathematisch gesehen haben wir damit mit der m x m Householder—Matriz

e 0] 2ovT
Pi[ 0 ]5}717 vl

multipliziert. Die Fehleranalyse von Wilkinson besagt, dass Berechnung und
Anwendung von Householder Matrizen numerisch rickwdrts stabil sind.

7.12 Die (QR—Zerlegung.
Die QR Zerlegung einer Matrix A € R™"(m > n) ist gegeben durch
A=QR

Ry

mit () € R™™ orthogonal, R = { 0

} € R™™ mit R; obere Dreiecks

Matrix.

Falls A vollen Rang hat, dann bilden die ersten n Spalten von @) eine
Orthonormalbasis fiir Bild (A). Mit Hilfe der QR Zerlegung kann man also
Orthonormalbasen fiir Mengen von Vektoren bestimmen.

Zur Losung von Gleichungssystemen Az = b mit A € R*" erhalten wir mit
A =QR, dass

c=Q%, Rz =c.
Die Anwendung von Q7 auf b ist nur eine Matrix Vektor Multiplikation oder

in faktorisierter Householder Form, mehrere innere Produkte. Die Losung
von Rz = ¢ erfolgt durch Riickwérts-Einsetzen.



7.12. DIE QR-ZERLEGUNG. 121

Algorithmus 17 (Householder Q R—Zerlegung)

Input: A € R™" mit m > n.

Output: Householder—Matrizen P, ..., P,, so daf fir @ = P,---P,,Q"A = R obere
Dreiecks-Matriz. Der obere Dreiecks-Teil von A wird durch R tiberschrieben
und die Komponenten j + 1 : m des j—ten Householdervektors werden auf
A(j+1:m,j), j <m idberschrieben.

FOR j=1:n
v(j:m) = HOUSE(A(j : m. j));
A(j:m,j:n) = ROWHOUSE(A(j:m,j:n),v(j:m));
IF j<m
AG+1:m, ) =0 +1:m);

END
END

n

Die Kosten betragen 2n%(m — 2) flopssowie, falls @ benétigt wird, noch
einmal

2
4(m*n — mn” + E) flops .

Die Fehleranalyse liefert, dass QT(A +FE) = R, wobei das berechnete Q
exakt orthogonal ist und Q"Q = T + F mit ||F|, ~ eps und weiterhin
1Bl eps|A]l.

Beispiel 88

,PlA: ,PzPlA: Uusw.

* K ¥ X ¥ ¥
* XK X X X *
* K ¥ X X ¥
* K X X ¥ ¥
* K X X X ¥
oo o OO ¥
* X X X X X
* X X X X *
¥ K ¥ X ¥ ¥
* X X X X *
oo o OO %
OO OO * ¥
* X X X X *
¥ ¥ X X ¥ ¥
* X X X ¥ *
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Die Matrix A sieht am Ende des Algorithmus wie folgt aus

" T Tz o s T1,n 1
’U;l) T99
U;E,]) U;§2)
Tn—1,n-1
o
ULZE
L 7),(111) 7)7(3) 1)5,?7]) 71,(? ]

Die j—te Komponente von v ist jeweils 1.

Der obige Algorithmus beweist die Existenz der QR-Zerlegung. Es gelten
noch folgende weitere Eigenschaften.

Theorem 89 Ist A = QR ecine QR-Zerlegung einer Matric A =
lar,...,a,] € R™" von vollem Rang und Q = [q1,- .., qn], dann ist

span{ay, -, ar} = span{qy, -, q}, k=1:n.
Fir Qr=Q(1:m,1:n),Qy=Q(1:m,n+1:m) gilt:
Bild(4) = Bild(Q),
Bild (4A)* = Bild(Q)
und A= Q1Ry mit Ry = R(1:n,1:n).

Beweis. Es gilt
k
ap = Z Tirgi € span{qi, ..., qx}
i=1

und daher span {a;,...,a;} C span{qi,...,q}. Da rank(A) = n, so folgt

dim(span{ay,...,ax}) =k, VkE <n

und damit span {a;,...,a;} = span (qi,- .., q)-
Der Rest ist klar. 0O
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Theorem 90 Die Matriz A € R™" habe vollen Rang. Die ,dinne“ QR
Zerlegung A = Q1 Ry mit Q1 € R™" und R € R™" obere Dreiecks-Matriz mit
i € Ryry; > 0, ist eindeutig. G = RY ist der Cholesky Faktor von AT A.

Beweis. Es gilt ATA = (Q1R)T(Q1R\) = RTRy. Der Faktor R, ist eindeutig
und da A vollen Rang hat auch Q, = AR;'. O

7.13 Gram—Schmidt Orthogonalisierung

Wir haben gesehen, dass wir mit Hilfe der Householder QR-Zerlegung or-
thogonalisieren konnen. Die diinne QR-Zerlegung A = @ R; wie in Satz
90 kann man natiirlich auch iiber den Gram Schmidt Prozess erhalten. Sei
rank(A) = n. Der klassische Gram Schmidt Algorithmus ist dann gegeben
durch

Tik = qTak,izl'kfl
k-1

Qe = quz )/ T

Numerisch gesehen ist dieser Algorithmus sehr schlecht, da die Orthogona-
litdt der ¢ durch Rundungsfehler zerstort wird. Eine leichte Umsortierung
ergibt den sogenannten modifizierten Gram—-Schmidt (MGS), der numerisch
wesentlich besser ist. Definiere A®) ¢ K™n=*+1 durch

ko1
A= ar! Z% = [0 4%,
i—1

Mit A®) = [ 2 B Jgilt,dass ri, = ||2]l2, qx = 2/rer und [rppr1, .o 7pn] =
1 ok

qi B-

Damit konnen wir

AR = B Qk[Tk,k+17 S Tk.n]

als dufleres Produkt bestimmen und weitermachen.
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Algorithmus 18 (Modifizierter Gram—Schmidt)
Input: A € R™ Rang (A) = n.
Output:  Zerlequng A = Q1R1,Q1 € R™" mit orthonormalen Spalten, Ry
obere Dreiecks-Matriz.
FOR k=1:n
ROk, k) = AL m, b))
Q(l:m,k)=A(1:m, k)/R(k,k);
FOR j=k+1:n
R(k,j) =Q(1 :m,k)* A(1 : m, j);
A1 :m,j)= A :m,j) — Q1 : m, k) x R(k, j);

END
END

Die Kosten betragen 2mn? flopsund die Fehleranalyse liefert QlTQ1 =1+
E,|E|l2 ~ eps ka(A).

Zum Vergleich erhielten wir bei der Householder Orthogonalisierung
lE]2 = eps.

Allerdings ist zur Berechnung einer Orthonormalbasis fiir Bild(A) der mo-
difizierte Gram—Schmidt schneller als QR.

7.14 Ausgleichsprobleme

Bei vielen wissenschaftlichen Versuchen geht es darum, aus Messungen die
Werte von Konstanten zy, .. ., z, zu bestimmen. Oft kann man x; nicht direkt
messen sondern nur eine leichter zugéngliche Grofle y, die als Funktion von
x und anderen Parametern z abhiingt, y = f(z,21,...,2,).

Beispiel 91 Bestimmung von g. Wir machen Fallversuche h = g%, wobei h
die Fallhihe, t die Fallzeit und g die Gravitationskonstante.

Um die x; zu bestimmen, fithren wir m > n verschiedene Experimente
(Messungen) durch und erhalten

yk:f(Zk-,.T],...,.T?n), k= 1,...,m
Dies ergibt ein iiberbestimmtes Gleichungssystem, doch dies ist i.a. nicht
losbar. Daher machen wir eine beste Approximation moglich. Zum Beispiel
minimieren wir

Z yk — f 21, 7)) (7.35)

k=1

c Rmm
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Das ist die Methode der kleinsten Quadrate (least squares).
Oder wir minimieren die Maximums-Norm

max Jy — f(zg, 21, 0)]

Fiir (7.35) ergibt sich die notwendige Bedingung fiir die Minimierung durch

0 i .
B0 (kZ(yk — filan,. . ,mn)f) =0,i=1:mn, (7.36)
wobel (w1, .- ) = Fop 1, o).

Dies sind die sogenannten Normalengleichungen. Ein wichtiger Spezial-
fall, das lineare Ausgleichsproblem, liegt vor, falls fy(xy,...,2,) linear in
Tiyeooy Ty, dh.

filwr, @)
: = Az, A e R™". (7.37)

fm(xlv ey In)

Dann sind die Normalengleichungen
grad, ((y — Az)"(y — Az)) = 24T Az — 24Ty = 0. (7.38)

Also man hat das lineare Gleichungssystem

AT Az = ATy (7.39)
zur Losung von
win [[Az —yl. (7.40)

Theorem 92 Das lineare Ausgleichsproblem (7.40) hat mindestens eine
Lisung xq. Ist x1 eine weitere Lisung, so gilt Azq = Axi. Das Residuum
r =y — Axg ist eindeutig bestimmt und erfillt ATr = 0. Jede Lésung xq
erfillt auch (7.39) und umgekehrt.

Beweis. R™ = Bild (4) @ Bild (4)*.

A
L

Lt
Daher gibt es eine eindeutige Zerlegung

y=s+r mitse L,re L+ (7.41)
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und es gibt ein 7o mit ATz = s. Da ATr = 0, so folgt ATy = ATs = AT Az,
Also lést 2 (7.39) die Normalengleichungen.

Umgekehrt sei z; eine Lésung von (7.39). Dann hat y die Zerlegung y = s+r
mit s = Az,,r = y — Az,, s € L,r € L. Wegen der Eindeutigkeit der
Zerlegung folgt Azy = Axy.

Weiter erfiillt jede Losung xq von (7.39) das Ausgleichsproblem (7.40). Denn
fiir beliebiges x setze z = Az — Axg, r =y — Azg, dann gilt wegen 77z = 0:

ly = Azl = llr — 215 = lIrll3 + 11215 > lI7ll5 = lly — Amoll3-

0

Falls A vollen Rang hat, so ist A A positiv definit. Nun kénnte man einfach
folgenden Algorithmus verwenden:

Algorithmus 19 (Normalengleichung)
Input: A € R™ mit rank(A) =n, und b € R™.
Output:  Lésung x des Minimierungsproblems (7.40).

Berechne das untere Dreieck von C = AT A.
d= ATb,

Berechne die Cholesky Zerlegung C' = GG'.
Lise Gy = d und G'z = y.

Die Kosten betragen (m + n/3)n? flopsund die Fehleranalyse liefert das
folgende: Angenommen, es werden keine Fehler bei der Berechnung von C' =
AT A und d = A"b gemacht.

Dann folgt aus der Analyse der Cholesky Zerlegung, dass

(ATA+ E)i = A,
mit ||El]y ~ eps||A”]2||Al2 = eps||ATAlly., d.h. wir erwarten

e — l>
]l

d.h. das Quadrat der Konditionszahl geht ein. Das ist schlecht, denn es bedeu-
tet, dass wir im Extremfall viel weniger korrekte Stellen haben als moglich.

Beispiel 93

~ epsrg(ATA) = eps rg(A)?,

A:[lolf3 (1)-‘,1;: 10*3W {1},52(/4):1.4-103.
0 _

l
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Mit 6 stelliger Arithmetik ist ATA = [ i i } singuldr. Mit 7 stelliger
Arithmetik folgt

_ [ 2.00001 } |z — |l
xr = —

T & eps ka(A)?.
0 Erma A Els
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Die Normalengleichung kann also zu sehr schlechten Ergebnissen fiihren.
Wir verwenden daher besser die Q R—Zerlegung. Bilde

QA

R = { L } n , R, obere Dreiecks-Matrix
0 m—n

T, c| n
Qb = {d} m—n
Dann gilt, da @ orthogonal ist, dass
Az —b]3 = Q" Az — Q"bll3 = | Rz — cll + | d|[3,

fiir alle 2z € K". Falls rank(A) = rank(R;) = n, so gilt fiir die Losung Ryz = ¢.
Also hat man:

Algorithmus 20 (QR Losung des linearen Ausgleichsproblems)
Input: A € R™" mit rank(A) = n, und b € K™.

Output: x € R", so dass || Az — || = min.

Verwende Algorithmus 17, um A mit seiner QR Zerlegung zu iiberschreiben.

FOR j=1:n

v(j) =1;

Wi+ 1 m)= AG+1:mj):

b(j : m) = ROWHOUSE(b(j : m),v(j: m));
END
Lise R(1:n,1:n)x=0b(1:n) mit Rickwirts—Einsetzen.

Die Kosten fiir dieses Verfahren betragen 2n?(m—2) flops . Die Fehleranalyse
ergibt, dass das berechnete 7 das Minimierungsproblem min ||(A + dA)z —
(b + 6b)|]2, 16st, wobei

6A] <
116012

(6m — 3n + 41)neps ||A||r + O(eps?)
(6m — 3n + 40)neps ||b]|» + O(eps?)
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Es ist wieder klar, dass es Probleme gibt, wenn ky(R) = eLps Ein weiteres
Problem entsteht natiirlich wenn Rang(A) < n.
Abhilfe schafft hier die sogenannte Singulidrwertzerlegung A = UXV7" mit

(5] 0

U,V orthogonal, ¥ = 0 . Dies kann zu diesem Zeitpunkt hier
(TTL

nicht gemacht werden.

7.15 Iterative Verfahren

Fiir viele der Gleichungssysteme, die in der Praxis auftauchen, gilt n >
100000 und typischerweise a;; = 0 fiir > 90% der Eintrdge. Wenn man
derartige Probleme mit Gaufl oder QR 16st, kann es passieren, das in den
Faktoren L,Q, R alle Eintrige # 0 sind. Als Extrembeispiel betrachte den
Gauf-Algorithmus fiir die Matrix

Die Matrix lauft total voll. Es gibt dafiir spezielle Varianten von
Gauf}/Cholesky/QR. Dies ist Thema einer Spezialvorlesung.

Eine wichtige Idee, die insbesondere im Zusammenhang mit Vektorrechnern
und Parallelrechnern von grofiter Bedeutung ist, ist die Konstruktion von
Verfahren, die die Matrix an sich nicht verdndern, und wenn méglich auf
Matrix * Matrix oder Matrix * Vektor-Operationen aufgebaut sind. Das
fiihrt auf iterative Verfahren. Im wesentlichen betrachten wir hier 2 Ansiitze.

7.15.1 Splitting—Verfahren

Zerlege A additiv
A=M— N, (7.42)

wobei M~' eine Approximation an A~! ist, die leicht invertierbar ist, z.B.
diagonal, blockdiagonal, Dreiecks-Matrix,... . Ersetze Ax = b durch

Mz =Nz +b<=z=M"'No+M'b (7.43)
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Dies ist eine Fixpunktgleichung und wir kénnen die Grundidee eines Fiz- Algorithmus 22 (Gaufi—Seidel oder Einzelschrittverfahren)

punktverfahrens anwenden, d.h. Input: A € K, b € K, ay; # 0,i = 1....,n und Startvektor z(© =
[mgo), e zELO)]T sowie Abbruchgrenze §.

2D = MIN2® 4 M'h, mit gegebenen z(™. (7.44) Output: Ndiherung T fir Losung Az = b

FOR k=0,1,2...

Theorem 94 Das Fizpunktverfahren (7.44) konvergiert fir alle Startwerte FORj ; —1:n

20 gegen die Lésung von Az = b genau dann, wenn der Spektralradius ) o i1 n

o . . - i . : ' '
p(M IN) < 1ist, wobei p(T) = max{|\| : X\ Eigenwert von T}. 2 = (bi _ Zai].x;"‘“) _ Z az‘_jI;k)) Jaii;
J=1 J=itl
Mogliche Wahlen fiir M, N: Setze A = D — L — U, D Diagonale, L unteres END

Dreieck, U oberes Dreieck. Mit M = D, N = L+U ergibt sich das Verfahren IF ||z®+) — )| < 6, STOP

END
2% = DL+ 0)2® + D (7.45)

Die Kosten sind im wesentlichen die gleichen wie bei der Jacobi-Iteration,

Algorithmus 21 (Jacobi oder Gesamtschrittverfahren) das Verfahren ist nur schwerer auf Vektor- und Parallelrechnern zu imple-

Input: A € K", b € K", a; # 0,i = 1,...,n und Startvektor z(© = mentieren
(0) (‘U}T sowie Abbruchgrenze 8. Der Fehler ist abhéingig vom Fehler in Lésung von (D — L)z = ¢ sowie von

[‘T1 peersdim
Output:  Niherung & fiir Losung Az =b p((D—L)~'U), 4.

FOR k=0, ]7 2,... Beide Verfahren sind einfach, aber konvergieren i.a. sehr langsam, insbe-
FOR i=1:n sondere bei den Problemen, die in der Praxis auftauchen. )
" ) Jas; Eine Moglichkeit, die Konvergenz zu beschleunigen, ist die sukzessive Uber-

i—1
(k+1) _ o (k) (k)
) = (b,, X;G,]x] Z a5 relaxation (SOR).
=

j=itl
END

IF |2*+) — 2®)|| < 5, STOP Mit M = D—wL,N = (1-w)D+wU,w € (0,2), (M—N) =w(D—-L-0U)

END ergibt sich das Verfahren

) = (D — wL) (1 = w)D +wU)z® + (D — wL)"wb. 7.47
Die Kosten sind im wesentlichen ein Matrix Vektor Produkt (unter ’ ( WE)TH(1 = @)D+ wl)at™ + ( wh)~w ( )
Ausnutzung der Sparsitiit) und 1 Vektoraddition pro Tterationsschritt.

Die Fehleranalyse is die von der Matrix * Vektor, Vektor+Vektor Operati-
on. Der Verfahrensfehler ist abhéngig von 8, p(D~Y(L + U)).

Mit M = D — L, N = U ergibt sich das Verfahren

2% = (D - L)7'U2® + (D — L)™' (7.46)
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Algorithmus 23 (SOR)

Input: A € K", b € K", ay # 0,i = 1,....n und Startvektor z(© =

[xﬁ‘” ..... ISLO)}T sowie Abbruchgrenze §.

Output: Ndiherung & fir Lésung Az = b

FOR k=0.1,2...
FOR i=1:n

i—1 n
x§k+1) =w <bi — Z al-]-x;kH) — Z al-j:v](-k)> Jaii + (1 —w)x
Jj=1

=i
END
IF ||z+D) — 20| < 6, STOP
END

Kosten und Fehlerwie beim Gaufl Seidel Verfahren.
In einigen Spezialfillen von strukturierten Matrizen aus partiellen Diffe-
rentialgleichungen gibt es Konvergenzbheweise, optimales w, etc. Weitere Be-

schleunigungsmethoden: Tschebyschew—Beschleunigung, semiiterative Ver-
fahren, unvollstindige Dreieckszerlegungen.

7.15.2 Das Konjugierte Gradienten Verfahren

Die Tdee des Verfahrens der Konjugierten Gradienten (CG) bruht auf einer
einfachen Grundidee, die wiederum aus der Behandlung von Optimierungs-
problemen herriihrt.

Betrachte eine quadratisches Funktional
1
O(z) = §TTAT —2"h, A € R™ symmetrisch, positiv definit, b € R".

Das Minimum von ® ist der Wert —b” A='b/2. Dieser wird erreicht bei x =
A 'b. Also ist Minimierung von ®(z) fiquivalent zur Lésung von Az = b.

Eine Grundmethode aus der Optimierung ist die Methode des Steilsten
Abstiegs. In jedem Schritt lege die Richtung des steilsten Abstiegs fest und
gehe in diese Richtung so weit wie moglich. Beim Punkt z. angelangt, ist die
Richtung des steilsten Abstiegs die Richtung des negativen Gradienten.

—VO| =b— Az, =71, (7.48)
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dabei ist 7. das Residiuum in z.. Falls r, # 0, dann gibt es ein «, so daf}
®(z, + ar,) < ®(x.). Wihle

T
T, Te

o= .
T
rTAr,

(7.49)

Das ergibt das Minimum von ®(c, + ar.) iiber a. Man héitte damit folgende
Methode des steilsten Abstiegs.

k=0; 20 =0; 70 = b
WHILE rp #0
k=k+1;
= Tzllrk—l/rz-llArk—l;
Tk = Tp—1 + QpTE-1;
Tk = b — A-Tk:;
END

Dieses Verfahren konvergiert i.a. sehr langsam. Besser ist es, die Suchrich-
tungen so zu wihlen, dass die Residuen senkrecht aufeinanderstehen, so dass
man bei exakter Rechnung in < n Schritten fertig ist.
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Algorithmus 24 (Konjugierte Gradienten—Verfahren)

Input: A € R™™, symmetrisch, positiv definit, b € R", kyax (Mazimum an Iterati-

onsschritten), e > 0 Toleranz.
Output:  Niherungslésung von Ax = b.

k=0; zo=0; v = b; po = |3
WHILE \/p > &/po AND k < Ky

k=k+1;

IF k=1
p=r;

ELSE

B=pk 1/pk 2 % (=r{_ymk /7] o7k 2)
p=7+Bp; % (= pr)

END

w = Ap;

= pr_1/p"w; % (= ri_yre_1/pk Apr)

r=x+ap; % (=)

r=r—aw; % (=)

ok = I3 % (= )

END

Die Kosten fiir diese Methode sind 1 Matrix * Vektor—Multiplikation + 2
Skalarprodukte + 2 GAXPY (a+x*b) pro Schritt.

Die Fehleranalyse liefert, dass die Rundungsfehler die Konvergenzgeschwin-
digkeit erniedrigen und die Orthogonalitéit der Residuen zerstoren.

Bemerkung 95

o Fiir die Vektoren p = py, © = 1y aus Algorithmus 24 gilt: pfAp = 0
und r,{rl =0 fir alle k > 1> 0.

e Fir die Funktion ® gilt mit py, ..., pr aus Algorithmus 24 gilt:

k k
min R@(m + anpl) = glgﬂg{ <a min _ P(z + ;amz)> -

Q1 € = 1,00k —1 ER

Theorem 96 Sei A € R"™ symmetrisch, positiv definit und b € R™. Fiir die
Iterierten in Algorithmus 24 gilt:

e —zxlla =
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< 22— mlla <ﬁ:253;+1) . (7.50)

Die Genauigkeit der Methode ist oft besser als (7.50) vorhersagt. Je niiher
ka(A) an 1, je schneller ist die Konvergenz. Daher verwendet man heute
in der Praxis noch Tricks zur Konvergenzbeschleunigung durch sogenannte
Prakonditionierung.

Anstatt des urspriinglichen Systems Az = b 16st man
(CTTACTY(CTx) =C™'D (7.51)
wobei C' die folgenden Anforderung erfiillen sollte:
e (' sollte invertierbar sein;
o Gleichungsssysteme mit C sind einfach zu 16sen;
o 1y(C TAC T) sollte moglichst nahe an 1 liegen.

In vielen Anwendungen wie etwa bei Finite Elemente Methoden fiir Parti-
elle Differentialgleichungen, hat man natiirliche Prikonditionierer. Ein gut
priakonditioniertes Kongugiertes Gradientenverfahren ist fiir symmetrisch,
positiv definite Systeme i.a. das beste Verfahren.



Kapitel 8

L6sung nichtlinearer
Gleichungssysteme

Viele Anwendungsprobleme fithren auf die Aufgabe der Lésung von nichtli-
nearen Gleichungssystemen. Gegeben

f+E — F (z.B. hier E=F =R")

Ty f1(117---7l‘m)
— :
Im ,fm(Il,...,Im)
Gesucht: Vektor [zy,--+,2,]7 so dass fi(zy, -+, 2,) = 0, fir alle i =

1,---.m.
E, F konnen auch unendlich dimensionale lineare Raume sein, etwa Raume
von Funktionen und f kann auch ein Differentialoperator sein. Hier betrach-
ten wir nur den Fall E = F = R™. Im allgemeinen ist die Losung nur durch
Niherungsverfahren zu bestimmen. Nullstellenprobleme sind eng verwandt
mit Minimierungsproblemen wie

Bestimme fiir h: R — R min h(z). (8.1)

TER™M

In iiblicher Weise muf} zur Bestimmung des Minimums
oh
dx1
grad (h(z)) = | © | =0
Oh

O

berechnet werden, welches wiederum ein Nullstellenproblem ist.
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8.1 Fixpunktverfahren

Die einfachste idee zur Losung nichtlinearer Gleichungen sind Fixpunktver-
fahren.
Man wandelt dazu das Nullstellenproblem in ein Fixpunktproblem

z = O(x) (8.2)

um. Dies ist im allgemeinen auf viele Arten moglich, die &quivalent oder nicht
dquivalent sein konnen.

Beispiel 97 ¢* —sinz =0
Magliche Fizpunktgleichungen, diese sind nicht alle dquivalent.

=)

= €' —sinx +z,

= sinzx—e" +ux,

= arcsin(e®),  fir z <0,

= lIn(sinz), fir (—2n7,2n7T+7),n=1,2,3,....

SRS

Die Idee des Fixpunktverfahrens ist es, eine Folge
2 =), i=0,1,2,... (8.3)

mit gegebenem Startwert (%) zu erzeugen. Die Konvergenz dieser Folge gegen
eine Losung erhalten wir mit dem Banach’schen Fizpunktsatz.

Theorem 98 (Banachscher Fixpunktsatz) Sei D C Dy C R™ ein
abgeschlossenes Gebiet und ® eine kontrahierende Abbildung von D in sich,
d.h.

a) ®:D— D
b) ® kontrahicrend, d.h. 3 « < 1 und eine Norm || e ||, so dass
[0(x) — o)l < alla— yll, ¥y e D. (.4
Dann gilt:
i) Es gibt genau einen Fizpunkt & von (8.2) in D.

ii) Die Fizpunktiteration (8.3) konvergiert fiir jeden Startwert 2(® € D
gegen T.
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iii) Es gelten die Fehlerabschitzungen

n

I — 2™ < 1” 2® = 2O a priori, (8.5)
—

It — 2| < =

N

1 |2 — & Y| a posteriori . (8.6)
—a

Beweis. Wenn 29 € D, so gilt 2 = (D) € D, fiir alle n = 1,2,.. ..
Wir erhalten aus der Lipschitzbedingung, dass

(n+1) _ .(n)
|l |

[@(z™) — @ ("))
aHx(”) _ I(nfl)” < asz("’U _ x(n—?)”

a” [ = 2]

IA A

und damit

(n+k) _ ,.(n)
ot — 4]

IN

k
Z ||.17("+i) o m(n+i—1) ”
i=1

IN

k
Zanﬂ'—le(l) o I(O)H
i=1

k
< aon(l) o I(O)” Zaz’—l
i=1
< 2 40,
1-—a

Damit ist die Folge eine Cauchy Folge und da R™ vollstindig ist, erhalten
wir Konvergenz. Da @ stetig ist, dies folgt bereits aus der Kontraktionsei-
genschaft (8.4), so ist der Grenzwert Fixpunkt von @, wegen

i = lim Y = lim ®(z™) = &(lim ) = &(&).

n—0o0 n—oo n+—oo
Fiir den beweis der Eindeutigkeit seien z, x Fixpunkte von ®. Dann gilt
[ =zl = [|2(2) — (2)[| < |2 — z]|

und da o < 1, so kann nur # = 7 gelten.
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Graphische Veranschaulichung der Konvergenz m = 1.

Xg X XpiX

Die Abschiitzungen ergeben sich wie folgt:

n
2™ — ™| < %Hx(l) Ol
25— 2™ < %Hm“) _ 20
und dies ist (8.5). Mit n =1 folgt
& = 2Dl < 72—l 2.

Ersetze 2(Y) durch 2 und 2(®) durch 2"~ so folgt (8.6). O

Definition 99 FEin Fizpunkt & heifit anziehend, wenn die Iteration (8.3) fir
alle geniigend nahe bei & gelegenen Startwerte (9 # & gegen & konvergiert.

Ein Fizpunkt © heifft abstoend, wenn es eine offene Kugel U. um z gibt,
s0 dass fir alle 29 € U\ {2} ein n ewistiert, so dass 2™ ¢ U..
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Abstoflender Fixpunkt / Anziehender Fixpunkt.

y=X y=x

Theorem 100 Sei D C Dg C R™ abgeschlossen und konvexr und nehme an,
dass

9Pi(x) . 9%i(z)
Oz OTm
Do = : : eristiert und stetig ist. Falls es eine Norm
00,u(x) . 9P (2)

Oz OTm
gibt, so dass | D®(z)|| < « < 1, so ist ® in D kontrahierend mit Lipschitz-
konstante a.

Ist D®(z) stetig und ||D®(z)|| < 1 so ist & anziehend. Ein Fixpunkt ist
im allgemeinen nicht anziehend, falls einer der Eigenwerte von D®(z) vom
Betrag grofier 1 ist.

Definition 101 Eine Ilterationsfolge {0}, die fir p > 1
2D — €] < elfa® —lP = 0,12 (5.7
und ¢ < 1 fiir p =1 erfillt, heifft Folge von mindestens p ter Ordnung.

Korollar 102 Das Fizpunktverfahren (8.3) sofern es konvergiert, ist kon-
vergent von mindestens 1. Ordnung (linear konvergent).
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Die Kosten fiir die Tteration (8.3) sind durch eine Auswertung von ®(z) pro
Tteration gegeben. Die Anzahl der Iterationen ist aus der Fehlerschétzung ab-
lesbar. Wir versuchen daher eine héhere Konvergenzordnung zu bekommen.

8.2 Das Newtonverfahren

Die Grundidee beim Newtonverfahren ist die Linearisierung. Man macht eine
Taylorentwicklung fiir die Nullstelle & von f(z), fiir 2 aus einer Umgebung
der Nullstelle.

0= f(&) = f(®) + Df ()@ — )+ O(lla — 2| . (8.8)
weglassen

Weglassen des quadratischen Terms ergibt.
0= f(z) 4+ Df (@) (z® - 2©) (8.9)
Falls D f(2®) nichtsingulir, so folgt dass
D)@ - a®) = — (2

eine eindeutige Losung 6V = z(") — (% hat und wir erhalten (die nichste
Tterierte) z() = 2 4 6D,

Theorem 103 Sei D C R offen und sei Dy konvex mit Dy C D. Die
Funktion f: D — R" sei fir alle v € Dy differenzierbar und fir alle x € D
stetig. Sei 0 € Dy, so dass es Konstanten r, o, 3,~, h gibt mit

S.(z0) = {| ||z — 2O < r} € Dq
h = apy/2<1
r = «af/(1-h),
und f(z) erfiille
[Df(x) = DfWII < vllw = yll, Yo,y € Do. (8.10)
Die Ableitung
Df(x)™" ezistiere Vo € Dy und es sei |[Df(z)7Y| < B, Vo € Dy, (8.11)

sowie

IDFE®) )] < o (8.12)
Dann gilt
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Newtonschritt

f(X 1)

Xy+2 X1 X

a) Ausgehend von 20 ist jedes £V, welches durch
20D =20 D) r®), i=0,1,2,...
gegeben ist, wohldefiniert und es ist () € S’T(ac(oj)7 Vi=0,1,2,...

b) lim 20 = & existiert und es ist f(#) = 0,4 € S,(z(©@).

1—00

) 21
¢) Fiir allei >0 gilt |29 — &]| < a]l—hgi.

Das Newton Verfahren ist also mindestens quadratisch konvergent.

Man kann unter noch stirkeren Voraussetzungen mit dem Satz von
Newton Kantorovich zeigen, dass @ die einzige Nullstelle in S, (m(o)) ist.
Voraussetzung dafiir, dass das Newton Verfahren konvergiert, ist, dass der
Startwert geniigend nahe bei der gesuchten Losung liegt. Um globale Kon-
vergenz zu erzielen, wird das Newton Verfahren durch Einfithrung eines Pa-
rameters modifiziert. Setze

2D = &) N\ d® gk = D ()7L (W), (8.13)
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Die ¢ werden dabei so gewihlt, dass die Folge {h(z®)} mit h(z) =
f(z)" f(x) streng monoton fillt und die ) gegen ein Minimum von h(z)
konvergieren.

Was hat das mit Nullstelle zu tun? Da

h(z) >0 vz,
h(@) =0 <= f(@)=0 (f(2)"f(2)=]f(2)]3).

so ist jedes lokale Minimum # von h mit h(#) = 0 auch globales Minimum
von h und Nullstelle von f. Definiere Menge

D(v.x) = {s € R™|||s|| = 1 und Dh(z)"s > ~||Dh(z)||},7 > 0. (8.14)
Algorithmus 25

Input:  Differenzierbare Funktion h(z) : R" — R, und Zahlen
Ok e k=0,1,2,... mit

irlgf(fyk) > O,irklfa;€ > 0,

sowie einen Startwert (0 € R”.
Output: Folge ™, k = 0,1,2,..., die gegen Minimum von h(z)
konwvergiert.
FOR k=0,1,2,... UNTIL SATISFIED
Sei s®) € D(yy, 2®))

a® D = ) _ 3 0 (8.15)
wobei A € [0, 04| Dh(z®))]]], s0 dass

h(a®D) = min{h(x® — us®)] 0 < i < oy D)},
"

END

In jedem Schritt wird min ¢ () = min h(z® + us®)), p € [0, op| Dh(z®)|]
iiber A gesucht. Das ist jetzt eine eindimensionale Minimierung, und damit
zwar einfacher als min h(z) aber immer noch sehr aufwendig. Dies wird spéiter
noch vereinfacht.

Was konnen wir nun iiber die Konvergenz von (8.15) aussagen.
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-5 ®1ambda K

Theorem 104 Seien h:R" — R und 2V € R, s0 dass

a) K = {z| h(z) < h(z©)} kompakt.

b) h stetig differenzierbar in einer Umgebung von K.
Dann gilt fiir jede Folge {x®} in (8.15)

1) 2% € K fiir alle k =0,1,2, ...

2) {r(k)} besitzt mindestens einen Hdaufungspunkt x in K.

3) Jeder Hiufungspunkt & von {x®)} erfillt Dh(i) = 0. (Stationdrer
Punkt).

Dies ist ein allgemeines Minimierungsverfahren mit sehr vielen Anwendun-
gen, benétigt wird noch eine Methode fiir die eindimensionale Minimierung.
Diese wird in Algorithmus 25 durch einen endlichen Suchprozess ersetzt.

a) Wihle s*) € D(v;, () und definiere

pe = okl|DR(z®)]
hi(p) = h(z® — ps™)
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und bestimme die kleinste Zahl j > 0 mit

hi(pe27) < hi(0) = 27 2| Dh(a).

b) Bestimme )\, und damit

2B = 2B N g0 dass gilt
(k+1)y  _ : i
h(x ) Join hi(pp27).

Das gesuchte j existiert. Ist (%) stationir, so ist j = 0, andernfalls kann
j und damit auch \; in einem endlichen Suchprozess bestimmt werden
und es gilt Theorem 104 auch fiir die so bestimmte Folge.

8.2.1 Das modifizierte Newtonverfahren
Wir wenden nun zur Losung von f(z) = 0 das Minimierungsverfahren Algo-

rithmus 25 auf h(x) = f(2)T f(x) an.
Als Suchrichtung s®*) in Punkt 2*) wihlen wir den normierten Newtonvektor

k
*) dk)

= it dk) = (k)y=1 £ ( (k)
= ] mit ™ = Df(z™)7 f(2'"),

dieser ist immer definiert, falls D f(2*))~" existiert.

Lemma 105 Sei = so, dass d(z) = Df(x)7 f(z) existiert und nicht ver-
schwindet. Dann gilt

€ D(v,z), fiir alle 0 < v < y(x),

@) = @

wobei
. 1 _ 1
rwa(Df(z))  [Df(@)|2lDf(2)7 ]2
Beweis. Betrachte Dh(z) = 2f"(x)Df(z). Submultiplikativitit von | e |,
liefert

Y(x)

£ (@) Df (@)l
IDf (@)~ f ()]l

IDf @)z £ (@)l
IDf @) 2 1F ()12

ININ
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und daher
Dh(x)s ~_ _ f(x)'Df(@)Df(z)""f(x)
[ Ph()]| HDf(lx) @I (@)D f ()]
> W

Fiir alle y mit 0 < v < m(li]w gilt also s € D(y,z). O

Falls Df(z) ! existiert folgt also, daff Dh(z) = 0 genau dann wenn f(z) =
0. Damit erhalten wir das modifizierte Newtonverfahren.

Algorithmus 26
Input:  Differenzierbare Funktion f(x): R" — R" sowie Startwert
20 e R?,
Output:  Folge 2™, k = 0,1,2,... die gegen Nullstelle von f kon-
vergiert.
FOR k=0,1,2,... UNTIL SATISFIED
Berechne  d® = Df(z®) 1f(z®)), (lineares Gleichungs-
system mit QR)
Vi = W, (fast frei aus QR).

kappas(

Setze hi(7) = h(z® — 7d®) = f(2®) — 7dNT f(x*) — 7q®)).

Bestimme j >0, so dass hy(2 7) < hy(0) =2 72(|d®)|| || Dh(z®))]|.

Bestimme A, und x5t = 2®) — X\, d®) 5o dap gilt

1)y — s i
h(z" ) 012_1;1]}7,;6(2 ).

END
Als Kosten fallen pro Schritt an:
a) Berechnung von D f(z®).
b) Losung von D f(x))d®) = f(z®),

¢) eindimensionale Minimierung.
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Die Fehleranalyse fiir Teil b) ist klar. Die fiir a) und c) hingt von f ab.
Uber dieses Verfahren hat man die folgende Konvergenzaussage:

Theorem 106 Gegeben sei f : R* — R, 20 € R™ mit
a) K = {z| h(z) < h(zo)} ist kompakt, wobei h(z) = fT(z)f(x),
b) f ist auf Umgebung von K stetig differenzierbar,
¢) Df(x)~" existiert fiir alle v € K.

Dann ist die Folge {x®}, die in Algorithmus 26 erzeugt wird, wohldefiniert
und es gilt

a) 2™ € K, Yk = 0,1,2,..., {2®} besitzt mindestens Hiufungspunkt
T e K.

b) Jeder Héiufungspunkt & von {x®Y ist Nullstelle von f.

8.2.2 Praktische Realisierung des modifizierten
Newton—Verfahrens

Ein Problem bei der Durchfiihrung des Newtonverfahrens ist, dass in jedem
Schritt Df(2™)) ausgerechnet werden muf. Man kann nun D f(2*)) durch
die Differenzenquotientenmatrix Af(r(k)) = (Dyf, -, Amf)(m("')), approxi-
mieren, wobei

F@e, @i, @+ by, Tigt, - Bm) — f(@1, -0 Ty

flz + hie;) — f(r)

hi

Falls h; zu groB ist so erhalten wir eine schlechte Approximation an D f(x)
ist h; zu klein, dann gilt f(z + he;) = f(z).

Wiéihle h; so, dass f(z) und f(z+he;) ungefihr die £ ersten Stellen gemeinsam
haben (¢ stellige Rechnung)

(hil & /eps|Lf @)1/l A f ()]

Die auftretende Ausléschung ist dann noch ertriglich.
Im allgemeinen ist jedoch auch die Berechnung von Af zu teuer, daher
verwende folgende Vereinfachung mit dem Satz von Broyden.
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Theorem 107 Seien A,B € R™™ h € R, F : R™ — R™ gegeben durch
F(u)=Au+b, z,2' e R" und p =2z —2', ¢ = F(2') — F(z) = Ap. Dann
gilt fiir die Rang 1 Modifikation B' = B + ﬁ(q — Bp)p"" die Abschiitzung

[B'— All2 < || B — All»
und B'p = Ap = q.

Beweis. (B'— A)p= Bp+ (¢ — Bp) — Ap=0.
Fiir jedes u € R™ mit ||ul]; = 1 existiert ein v mit

u=ap+uv, v'p=0, [jv]]s < 1.
Also folgt mit |ull, = 1, dass
1B = AYulls = (B — AYolly = (B — AYolls < 1B — Al lells < B — All.

Also gilt dies auch fiir ||B" — A||5, welches das Supremum iiber alle u ist. O
Es folgt, dass DF(xz) = A von B’ genau so gut approximiert wird wie von B.

B’ und DF(z) transformieren p in denselben Vektor. Die Idee ist nun, f(z)
durch eine affine Abbildung zu approximieren (in der Nihe einer Nullstelle)
und diese Idee anzuwenden.

Ersetze in Algorithmus 26 den Teil in der Schleife.

Algorithmus 27 (Broyden—Rang 1-Verfahren)
Input:  f(z) : R™ = R™ differenzierbar und =© € R™
Output:  Folge 2™,k =0,1,2, ...

FOR k=0,1,2,... UNTIL SATISFIED
dk) = B;lf(x(k))
gD = (k) _ ), q®)
p(k) — k1) _ (k)
q(k) — f(I(HU) _ f(x(k'))
Bgy1y = By + m(q(kl — Bk])(k))p(k:)T

END

A wird durch niherungsweise Minimierung von || f(z**")||> bestimmt,
indem man I)\Il>l%]l [ f(2® — Ad¥)) || bestimmt wie vorher.

Es gilt By, ~ Af(z®).
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Praktische Erfahrung zeigt, dass man die Wahl von By, wie im Al-
gorithmus nur fiir 0.5 < A, < 1 machen sollte, sonst wiahlt man besser
Bji1 = D f(p40).

Die Losung des linearen Gleichungssystems

Bid® = f(z®)

kann iiber eine Rang—1-Aufdatierungsformel sehr leicht erhalten werden.



Kapitel 9

Losung partieller
Differentialgleichungen

Eine der Hauptaufgaben und gleichzeitig eins der schwierigsten Probleme der
Numerischen Mathematik ist die Losung von partiellen Differentialgleichun-
gen. Hier kommen im Prinzip all die Methoden der vorhergehenden Kapi-
tel (und einige mehr) zum Einsatz. Es gibt zahlreiche sehr unterschiedliche
Ansitze (z.B. Finite Differenzen, Finite Elemente, Finite Volumen) und auch
fiir jeden Problemklasse wieder Anpassungen dieser Methoden.

Hier werden wir nur kurz die Finiten Differenzen und die Finite Elemente
Methode betrachten. Mehr dazu in der Vorlesung Numerik II fiir Ingenieure.

Beispiel 108 Wirmeleitungsgleichung. Fin Metallstab ist zwischen zwei
Wirmereservoirs eingespannt. Das eine Ende des Stabes wird dadurch auf ei-
ner Temperatur py(t), das andere Ende auf pa(t) gehalten. Im Stab befindet
sich eine Wirmequelle, von der aus sich der Stab in beide Richtungen auf-
heizt. Gesucht ist eine Funktion, die zu jedem Zeitpunkt die Wirmeverteilung
im Stab beschreibt.

Das Temperaturprofil u(z,t) wird durch folgende partielle Differentialglei-
chung beschrieben:

2

0 %)
—a'u(;l:,t) + @u(w,t) — f(z,t) (9.1)

= —uyt Uy, — =0

L(u, f)(w.1)
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fir 0 <z <1,0<t<T,, mit den Randbedingungen

u(ovt) = tul(t)v

u(l,t) = pa(t),
(d.h. die beiden Enden des Stabes haben immer dieselbe Temperatur wie die
beiden Wirmereservoirs) und der Anfangsbedingung

u(z,0) = up(z), 0<z<1

(d.h. zu Anfang hat der Stab eine vorgegebene Temperaturverteilung).
Dies ist eine parabolische Differentialgleichung.

Beispiel 109 Durch ein unendlich langes Rohr mit konstantem Querschnitt
(2.B. eine Pipeline) strémt eine Flissigkeit mit der Dichte p = u mit kon-
stanter Geschwindigkeit ay. Zum Zeitpunkt t = 0 sei die Dichteverteilung im
ganzen Rohr bekannt. Gesucht ist die raumliche und zeitliche Verdnderung
der Dichte. Diese wird durch folgende Differentialgleichung beschrieben:

d 0
= — —u(z, .2
0 atu(r,t) + agaxu(x,t) (9.2)
= Uy + (g,

mit —oo < x < 00,0 <t <Ty. Die Anfangsbedingung lautet hier
u(z,0) = up(x).
Dies ist eine hyperbolische Differentialgleichung.

Beispiel 110 Sei f : Q — R? die Ladungsdichte in einem Gebiet Q. Dann
geniigt die Spannung u in diesem Gebiet der partiellen Differentialgleichung
(Potenzialgleichung)

0? 0?
Au = L + @u (9.3)
= Uy + Uy = f

auf dem Gebiet Q2. Fiir die Lisung wird dann noch die Ladungsverteilung auf
dem Rand von ) bendtigt. Dies ist eine elliptische Differentialgleichung.

Es gibt noch viele andere Typen von Differentialgleichungen und jeweils spe-
zielle Verfahren zur Losung. Wir betrachten nun zwei Grundprinzipien.
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9.1 Finite Differenzen Dazu kommen die diskretisierten Randbedingungen
Die Grundidee bei der Approximation durch Finite Differenzen ist die gleiche, ug; = pult;)
die wir schon bei gew6hnlichen Differentialgleichungen gesehen haben. Wir un, ;= pa(ty), j=0,...,Ny

bilden in dem Gebiet {2 oder im kombinierten Raum Zeit Gebiet ein Gitter
und berechnen eine approximative Losung an den Gitterpunkten indem wir
wir Ableitungen durch Differenzenquotienten ersetzen. wio = up(zi), i=0,..., Ny

und die Anfangsbedingungen

Betrachte das Problem aus Beispiel 108. Sei G = (2,0 < t < T;) ein
(Raum Zeit )Gebiet. Fiir gegebene Eingangsinformationen {f, i, ug} ist die
Losung u(z,t) von L(u, f)(z,t) = 0 gesucht, welche noch Bedingungen am
Rand von  bzw. [0, Tg] erfiillt. —oyui—i g+ (207 4 Do — 07U

= —(0—=Dvyui_1j;— (1+2(0 — D)y)u; + (0 — D)yt j + 765 5.

Nun setzen wir v = ;5 und ¢;; = f (xi,t]- + %) und erhalten ein lineares
Gleichungssystem fiir die w; ;.

Zunichst definieren wir ein zweidimensionales Gitter:

Gy = {m;,1,} Je nachdem, wie der Parameter o gewihlt wird, ergeben sich nun verschie-
. dene Methoden.
mit
z; = ih, h = %7 i=1,....N, o = 0: Die Gleichung sieht dann so aus:
Ny
nd Ui = Yic1y + (7 — Dt + Yt j) + 7655
t; = jr, S 57 j=1,...,N,. Dies ist ein explizites Verfahren, weil in jedem Tterationsschritt der
Ny Wert sofort ausgerechnet werden kann.

In den Gitterpunkten (z;,7;) wollen wir die Niherung wu; ; ~ u(x;,t;) be-

rechnen. Dazu ersetzen wir die Ableitungen durch Differenzenquotienten (Fi- o =1: Es ergibt sich

nite Differenzen). Yt 1+ (27 + Dt — Yir g1 = Wig + T
du(z, t) _ u(z,t+71) — u(z,t) (9.4) Dies ist ein implizites Verfahren, bei dem in jedem Schritt ein tridiago-
ot T ’ o nales, symmetrisches positiv definites Gleichungssystem geldst werden
Pulx,t) ()_u(I+h,t+T) —2u(z,t+7) +u(x — h,t +7) muf.
ox? - h?
+(1=0) u(z + h,t) = 2u(z, t) + u(x — h,t) (9.5) o = §: Die Gleichung ist dann

h? ’

—U; + 201+ 1/7)ui 1 — Ui g
wobei 0 < o < 1 ein fester Parameter ist. Jetzt setzen wir dies in (9.1) ein: B ( /i1 = i1y
= w15 +2(1—1/7)uy
= (ol = g+ i 2

= O (Wi 51 — 2Ujjo1 + Uiy 1) + wipa,+ T(ﬁi’j‘

+(1 = 0)(ig1,j — 2uij + i)

Uij+1 — Uij
T

. Dies ist das Crank Nicholson Verfahren und es muss wieder pro Schritt
—f (-777'-, tj+ 5) - (9.6) ein tridiagonales Gleichungssystem gel6st werden.
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Diese unterschiedlichen Methoden haben sehr unterschiedliche Stabilitéits-
und Konvergenzeigenschaften. Dies konnen wir hier nicht analysieren. Bei
der Wahl der Schrittweiten muff man darauf achten, dass ;5 nicht zu grofi
wird. (Courant-Friedrichs-Levy (CFL) Bedingung).

Fiir ein Problem wie in Beispiel 109 gehen wir analog vor. Es gelte ag > 0
(d.h. die Fliissigkeit stromt in positiver Richtung). Dann sind die zentralen
Differenzen

du w(x, t+ 1) —u(zw,t)
At Rt Sk At ke 9.7
ot T ’ (07)
du u(z,t) —u(x — hyt)
— 8 — . 9.8
ox h (9.8)
Setzen wir dies in (9.2) ein, so erhalten wir
Uighl = Wi o Mg T Uis1g g 9.9)

T h
Die Geschwindigkeitsverteilung 148t sich dann durch die folgende explizite
Iteration bestimmen:
Tayg Ta

U jy1 = (1 — T) Wi j + Touifl-,f' (9.10)

Fiir Problem 110 mir Randbedingung 0 auf dem Gebiet Q = [0, 1]? fithren
wir auch wieder ein Gitter Q), = {(z;,y;)} mit

1
s =1ih,y; = jh h=—,1,j=0,...,N
x; Z,y] J N 1,7

ein und wir verwenden die zentralen Differenzen

9*u u(x — hyy) — 2u(z,y) + u(z — h,y)

— = - - - 9.11
dx? h ' (9.11)
Pu - w(x,y + h) — 2u(x,y) + u(r,y — h). (9.12)
oy? h

Setzt man dies in (9.3) ein und verwendet, dass die Randbedingunen 0 sind
so ergibt sich das Gleichungssystem

Aj = U5 — Uim1,j — Ui — Uij—1 = fij (9.13)
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fiir die u; ;. Angenommen man numeriert die (N — 1)? Koeffizienten der in-
neren Punkte (7,7)i=1,....N—1,j=1,..., N — 1 zeilenweise durch und
setzt u;; = Uyn—1)45, fij = F(i(N —1) 4+ j) so ergibt sich ein Gleichungssy-
stem der Form AU = F mit einer symmetrisch positiv definiten Bandmatrix
der Form

(4 -1 -1

L . .
9.2 Variationsmethoden (Finite Elemente)

Eine der populdrsten Methoden zur Losung von Randwertaufgaben (ins-
besondere fiir partielle Differentialgleichungen) ist die Finite-Elemente-
Methode. Wir wollen sie hier nur exemplarisch darstellen. Damit wird der
Grundstock gelegt fiir die Methoden zur Losung partieller Differentialglei-
chungen.

Die Grundidee unterscheidet sich wesentlich von den bisher betrachteten
Methoden. Anstatt die Losung an diskreten Punkten zu bestimmen, werden
Funktionen bestimmt, die die Lésung der Randwertaufgabe approximieren.

Wir wollen hier exemplarisch zwei Beispiele betrachten. Ein klassisches
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eindimensionales Beispiel ist das verallgemeinerte Sturm-Liouville-Problem
Ly = —p@)y @) +a)y(t) =r(t), yla)=a yb)=5  (9.14)

fiir ¢ € [a, b] und ein weiteres ist Beispiel 109.

In Beispiel 9.14 gelte fiir die Koeffizientenfunktionen

p€Cla,b] p(t)>pe>0 in [ab]

q,r €Cla,b q(t)>0 in [a,b]. (9.15)

In diesem Fall kann man zeigen, dafi es eine eindeutige Losung der Rand-
wertaufgabe gibt.

Fiir den Finite Elemente Ansatz ist es zuerst notwendig die Randbedin-
gungen auf 0 zu homogenisieren.
Ist y(t) die Losung von (9.14), so ist u(t) = y(t) — I() mit
b—t t—a

l(t):am+6b7a’ la)=a, 1b)=2p

die Losung eines Randwertproblems der Form

—(pu) +qu = —ply—1)"+q—ql
= —()+ @) +qu—d
r+(pl') —ql

= f
mit verschwindenden Randwerten. Wir kénnen also im folgenden
Ly:=—@py") +ay=f, yla)=y(b) =0 (9.16)

betrachten. Der Differentialoperator L bildet die Menge
Dy, = {v € C*a,b]| v(a) = v(b) = 0}

aller zweimal auf [a, b] stetig differenzierbaren reellen Funktionen, die die
Randbedingung v(a) = wv(b) = 0 erfiillen, in die Menge Cla,b] aller auf
[a,b] stetigen Funktionen ab. Das Sturm-Liouville-Problem ist also damit
dquivalent, eine Losung von

Ly=f yeD, (9.17)
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zu finden. (Beachte: Die Randbedingungen sind jetzt in die Definition von
Dy 7eingebaut”, ohne die Homogenisierung wire Dy kein linearer Raum).

Offensichtlich ist Dy, ein reeller Vektorraum und L ein linearer Operator
auf Dr: Mit u,v € Dy gehort auch au + Sv zu Dy und es ist L(au + fv) =
aL(u) + BL(v) fiir alle reellen Zahlen a, f.

Der néichste Schritt ist nun, die Aufgabe der Losung von (9.17) in die soge-
nannte schwache Form zu iiberfiihren. Dazu fiithren wir auf der Menge Lo (a, b)
aller auf [a, b] quadratisch integrierbaren Funktionen durch die Definition

(u,v) ::/ u(x) - v(@)de,  |ulls = (u,u)"/?

eine Bilinearform und eine Norm ein und betrachten statt der Aufgabe (9.17)
die folgende Aufgabe.
Finde eine Funktion u € Dy, so dass

(Lu,v) = (f,v) (9.18)

fiir alle v € D;.

Damit kénnen wir die Eigenschaften der Bilinearform nutzen, um die ho-
hen Ableitungen mittels partieller von u auf v zu verteilen. Grob gesprochen
kénnen wir damit die Differenzierbarkeitsvoraussetzungen an die Losung ver-
ringern und damit die Menge der Funktionen mit denen wir die approximative
Losung berechnen vergréfiern.

Es gilt wegen der 0 Randbedingungen mit partieller Integration, dass

(Lu,v) = / (= (pu")" + qu)vdz = / [pu'v' + quoldz. (9.19)

Der Differentialoperator L hat einige wichtige Eigenschaften.
Theorem 111 L ist ein symmetrischer Operator auf Dy, d.h. es gilt
(u, L(v)) = (L(u),v) fiir alle wu,v, € Dp.
Wir erhalten, dass f:[pu’w’ + quv]dz eine symmetrische Bilinearform auf

D ={ue Cla,b)| v € Lo[a,b],u(a) = u(b) =0}
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ist. Insbesondere gehoren alle stiickweise stetig differenzierbaren Funktionen,
die die Randbedingungen erfiillen zu D. D ist wieder ein reeller Vektorraum
mit D O Dy. Durch

b
[u,v] = / [p(@)u'(2)v'(z) + q(x)u(z)v(z)]dz
a
= (pul7 Ul) + (qu7 U)
wird auf D ein Skalarprodukt definiert, welches fiir u,v € Dy mit (u, L(v))
iibereinstimmt. Wie oben zeigt man fiir v € Dy, u € D durch partielle Inte-
gration
(u, L(v)) = [u, v].

Beziiglich des auf Dy, eingefiihrten Skalarproduktes ist L ein positiv definiter
Operator in folgendem Sinn:

Theorem 112 Unter den Voraussetzungen (9.15) ist
(L(uw),u) = [u,u] >0 fir alle u#0,u € Dy.
(Koerzivitit der Bilinearform). Es gilt sogar die Abschitzung

Yul, < [u,u] < T2 fir alle uwe D (9.20)
mit der Norm ||ul|le := sup |u(z)| und den Konstanten
a<z<b
Po

V=5 D= ple(b —a) + [l (b — a)*.

b —

Nun machen wir einen Schritt, den wir schon fiir Gleichungssysteme ge-
macht haben. Wir wandeln die Losung von Lu = f in eine Minimierungsauf-
gabe um.

Fiir u € D definieren wir das quadratische Funktional

F : D = R
u s F(u) = [u,u] — 2(f,u).

Grundlegend fiir die Variationsmethoden ist die Beobachtung, dafl die Funk-
tion F ihren kleinsten Wert genau fiir die Losung y von (9.16) annimmt.

Theorem 113 Es seiy die Lisung von (9.16). Dann gilt
F(u) > F(y)
fiir alle u € D,u # 9.
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9.2.1 Das Ritzsche Verfahren zur Losung der Minimie-
rungsaufgabe

Die Idee des Ritzschen-Verfahren ist es, einen endlich dimensionalen Teilraum
S, C D mit dimS,, = n zu wihlen und F iiber S,, zu minimieren. Dazu sei
p1,- -, pn eine Basis fiir S,,. Dann miissen wir

n
* *
u *E Q; pi
i=1

bestimmen mit
F(u*) = min F(u).
UESy

Dann ist [u* — y,u* — y] = F(u*) — F(y) minimal, d.h. u* ist die beste
n

Approximation aus S, an y bzgl. [,-]. Fiir u =) ¢;p; € S, gilt
i=1

dler, . en) 1= F(u)
= F(api+...+cupn)

= [Z Ci Pi Zﬂi,ﬂi] = 2(/, Z cipi)
= Z[Pnpk](?i(’/k*QZ(f,pz)Ci-
i=1

ik=1

Dies miissen wir nun bzgl. ¢ = (1, ..., ¢,)" minimieren. In Matrixform lautet
obige Gleichung mit

’— (f.p1) -‘
A= ([pi, pr])ip=1 und b= :

{ (f.pn) J
o(c) = c"Ac — 20" c.

Die Matrix A ist positiv definit, denn A ist symmetrisch und es gilt fiir alle
Vektoren d # 0 auch u:=dyp; + ...+ dpp, # 0 und daher

d" Ad = Z[p,, pk}didk = [’U,, u] > 0.

ik
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Das lineare Gleichungssystem

Az =2
besitzt somit eine eindeutige Losung z, die man z.B. mit Hilfe des Cholesky-

Verfahrens oder des CG Verfahrens berechnen kann.

Notwendige Bedingung fiir ein Minimum von ¢ ist
0 =Vo(c) := grad(¢(c)) = 2(Ac —b)

d.h.
Ac=b.

Da A positiv definit ist, liegt ein eindeutiges Minimum vor.
Wie wihlen wir nun den endlich-dimensionalen Teilraum am besten?

Es ist klar, dass wir zur Berechnung der Matrix A viele Integrale auswerten
miissen. Daher wire es giinstig, dass fiir viele der Elemente des Teilraums
gilt, dass uv = 0. Dann sparen wir nicht nur Integralauswertungen, sondern
die Matrix A hat auch viele Nullen.

Dies konnen wir erreichen, indem wir Funktionen mit kleinem Triger ver-
wenden, so dass sich nur wenige Funktionen iiberlappen. Andererseits sollten
die Funktionen aber auch die Lésungsfunktion gut approximieren.

Beispiel 114 Wihle ein Gitter auf |a,b]

b—a
N+1

r; =a-+1th mit h=

Sy sei die Menge aller stetigen Streckenzige u mit u(a) = u(b) = 0 mit
Knickstellen xy, ..., xy, d.h.

Sy =A{u e Cla,b]] u(a) =u(b) =0, u

[25,2i41]

Wegen der 0-Randbedingung folgt dimSy = N. Fine Basis fir Sy ist die
Menge der Shape-Funktionen p; € Sy mit p;(x;) = &;;.

(Die p; haben einen kleinen Tréiger, daher werden wir in der Matriz A eine
kleine Bandbreite erhalten,).

linear fir i=0,....,N} C D.
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-

Firu € Sy gilt nun u(xz) = > u(x;)p;(x). Betrachte nun (9.16) mitp = 1,

und [a,b] = [0,1], d.h.,

7

—u" +g(@x)u=f, u(0)=u(l)=0.
Es folgt dann

1
[u,v]:/ u'v' + quv  dx
Jo

und
1
A=laijl = [pipl = / (piry + apip;)da
Jo
0 fir |i—j|>1
[ (s g 5y gy fir j=i—1
= Ti—1
o z—m;_1)? it i1 —x)? .. . .
J (& —HJ%dm + [ (5 -I-q%)dr fiir j =1
Tio1 x;
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Fiir die rechte Seite gilt analog

1
b= [bj] :/0 pifdz.

Die Integrale kinnen wir entweder analytisch oder mit Hilfe von Quadratur-
formeln auswerten.

Wir erhalten ein Gleichungssystem mit einer symmetrisch, positiv defini-
ten tridiagonalen Matriz A welches wir mit Hilfe der Cholesky Methode fiir
Bandmatrizen in O(n) flops numerisch stabil lisen kinnen.

Die Finite-Element-Methode ist natiirlich nicht auf Probleme wie das Sturm-
Liouville-Problem beschrankt.

Beispiel 109 ist eine zweidimensionale Variante der Sturm-Liouville Aufga-
be. Hier gehen wir ganz analog vor. Sei zum Beispiel Q = [0, 1]2. Wir legen
in Q ein Gitter Q, = {(x;,v;), .7 =0,..., N} mit x; = ih,y; = jh, wobei
h = 1/N und nehmen als Basisfunktionen jetzt zweidimensionale Shape-
Funktionen mit p; (2, y) = 1 fiir (k,1) = (i,7) und p;;(xx, y) = 0 sonst.
Dann numerieren wir die Gitterpunkte durch, z.B. zeilenweise, spaltenweise
oder schachbrettartig. Wir setzen wieder an, dass

n N
u(z,y) = Z Z Qi jPi-
i=1 i=1

Dann setzen wir z.B. zeilenweise, pjn4; = p;; und finy; = fij und gehen vor
wie im vorigen Beispiel.

Mehr dazu und auch zu anderen Methoden in Numerik II.



