Runge-Kutta-Verfahren
[vgl. 'Numerische Mathematik’ von Hans Rudolf Schwarz (Teubner)]

Betrachte die skalare Differentialgleichung erster Ordnung

y'(x) = f(z,y(x)). (1)

Diese 148t sich in die dazu dquivalente Integralgleichung

y(wrs) — ylas) = / " (o)) de 2)

umformen. Der Wert des Integrals soll nun durch eine allgemeine Quadraturformel
approximiert werden, welche - abhiingig von der Fehlerordnung - auf vier Stiitzstel-
len &, &,&3,& im Intervall [z, zxs1] beruht mit zugehorigen Integrationsgewichten
1, Ca, C3, ¢4. Die Lage der Integrationsstiitzstellen &; sowie die Gewichte sollen zunéchst
beliebig sein. Sie werden spater so bestimmt, dafl das resultierende Verfahren eine ent-
sprechende Fehlerordung besitzt.

Ansatz fiir die Naherung yg.1:

e = gk +h Y cif (& u(6)). (3)

(Beachte: y(xy) ist der exakte, yi der approximierte Wert.)
Lege nun die Stiitzstellen wie folgt fest (h = x4 — xy) :
Si=1mp, S =xptah, G=xp+ash, &=z tah, 0<azazar <1 (4)

Demzufolge ist y(&1) = y. Fiir die verbleibenden Werte y(&;) verwende man die Ansétze
von Pradiktorwerten:

y(&2): ¥y = Yk + hbarf(xk, k)
(&) y3 = yp + hbsif(xk, yk) + hbsa f (x4 agh, y3)
y(&) Yy = yk+ hba f(xr, yk) + hbao f (2 + ash, y3) + hbas f(xr + ash, y3).

Setzt man diese Ansitze in (3) ein, so kann man folgenden Algorithmus aufstellen:

ki = floryr)

ky = f(zr + azh, yi + hbyiky)

ks = f(zp + ash,yr + hbziky + hbsoks)

ks = f(zr + ash, yp + hbuky 4 hbyoky + hbysks)

Yk+1 = Uk + h{cikys + coko + c3ks + caky}




An die 13 freie Parameter kann man noch folgende Bedingung stellen, die dadurch
motiviert wird, da§ die Pradiktorwerte y; fiir y/(x) = 1 exakt sind:

k—1
ag =Y by, k=234
j=1
Der lokale Diskretisationsfehler di.; an der Stelle z;; ist definiert als:
4 ~
dir1 = Y(@rg1) — y(or) — hz ciki, (5)
i=1

wobel nun /;:,, die Ausdriicke bedeuten, die aus k; hervorgehen, indem man g, durch
y(zy) erstetzt.

Entwickle nun zuerst die &; nach Taylor bis zur 3.0Ordnung. Verwende bei jedem
Iterationsschritt ebenso nur Terme bis zur Ordnung 3 in h. Beachte noch zusétzlich die
Abkiirzungen:

(z) = [f(z,y(2))
y'(r) = fotfy =fot+ffy=F
(@) = (fao+2ffey+ 2 f+w0)+ (fo+ [f)fy = G+ Ff,
() = (foww + 3 fooy + 3F fogy + 2 Fyyy)
+(foa +2f foy + 2 f +uu) fy + Ff2 + F3foy +3f fyy)
= H+Gf,+ F(f; + 3fay +3f fyy)-

kv = flowy(zk) = f

ko = f(:lj’k -+ CLQh, y(ﬂ%) + thlf(xka y(l'k)))

1 1
~ f =+ a2hfx + hb21ffy + 5 (a2h)2 fxaz + h2a2621ffxy +

5 (b ) fy
5 () froe 5 @B By f oy + 5 (b ) Fyy + O(RY)

_ ﬂﬂmm+%mmfG+%mme+omﬂ

ks = f(zr+ash,y(xg) + h(b?)l]%l + 532%2))

Nebenrechnung;:

N N 1 1
h(bsiky + bsoks) = hbsyf + hbsy (f +axhF + o (ash)? G + 5 (ash)® H + O(h4)>

1
~ hasf + h2asbss F + §h3a§bgga + O(h*)



damit ist
ks =~ fH4ashf,+ (hagf + h2aybso F + %h?’agngG) fy
—1—% (agh)2 fox +ash (hagf + hQCLnggF) foy + % (h2a§f2 + 2h3a2a3b32fF) Ty
b (@5h) a5 (05 (057) Fany + 5 (a5h) (PG + 20 0305Di3 ) foy
b (has ) Fy
= f+azhF + h*asbsFf, + %iﬁaga

1 1
+§h3a3632ny + h3a2agb32F (f:py + fyy) + éh?’agH

ke = f(an + ash,y(zy) + h(bak: + basks + bisks))

Nebenrechnung:
- - ~ 1
h(b41k’1 + b42k’2 + b43[€3) ~ hb41f + hb42 (f + GQhF + EaghQG)

+hbyg < [+ ashF + hPaxbso F f, + %h%@G)
= hasf + hlasby F + hlasbys F
+%h3a§b42G + h3agbysbsa F f, + %h3a§b43G
damit ist
ko =~ f+aihfs
+ (ha4 f+h? (agbsF + azbysF) + %h3a3b43F + h3agbsbys F f, + %h3a§b43G> 1y

+—= (Cl4h>2 fzx + (a4h) (ha4f + h2 (agb42F -+ G3b43F)) fzy

+ (hzaZfQ + 2h3a4f (agb42F + &3b43F>) fyy

O =D =

1

4 (@) fos 5 ()P (00 f) Fomy 5 (ash) (s f)? Fony + 5 (ha)? F

1 1
= f + ashF + h2 (a2b42 + agb43) ny + h? (50,3642G + a2b32643ny + §a§b43G) fy
1
+§ (Cl4h)2 G+h (a2asbas + azasbaz) F fry + RayfF (agbas + azbas) fyy

1
+6 (a4h)3 H



Damit ergibt sich m

Y(xrt1) = y(op +h) =

it

1 1 1
y(xk)—|—y’(xk)h+—y”(xk)h2+—y”’(:ck)h3+—y”/’(mk)h4+0(h5)

2 6 24

dipr1 = y(xgps) —y(zg) — h <C1l~€1 + 02];72 + 03%3 + 04]%4>

Die Forderung nach einer moglichst kleinen Fehlerordnung (hier Ordnung 4) verlangt,
daf jeder Klammerausdruck verschwindet. Man erhélt so ein Gleichungssystem mit 8
Gleichungen und 10 Unbekannten. Dieses System 148t sich z.B. nach as und a3 auflosen.

hf(1—61—02—63—04)

1
+h*F (5 — CoQ9 — C303 — c4a4)

1
+hPFf, (6 — C302b32 — c4a2b49 — C4asb43)

1 1 1 1
+h*G (6 - 562a§ - 503&3 — §c4ai)

1 1 1 1
+h*H (ﬂ — 6@@3 — 603a§ — 604(12)
1 1

1 1
+h4ny (ﬂ — 563(1%[732 — 564@%()42 — §c4a§b43>

1

+h4ny2 (ﬂ — c4a2b32b43)
4 1

+hF foy 3~ C3A2a3b32 — C4a2a4b42 — cha3a4by3

1
+h4nyy <§ - C36L26L3b32 — c4a2a4b42 — c4a3a4b43> .

Sofern diese beiden ungleich sind, gilt:

Qy
bay

b32

bs1

b42

bas

bu

= 1

= ay

_ 1@3(612 - as)
2 ay(2a9 — 1)

= az— b3

1 (ay —2—4d2 + 5a3)(as — 1)
5@2(&2 — a3)(3 + 6azaz — day — 4as)

(2ag — 1)(ag — 1)(1 — a3)
az(6agas + 3 — 4as — 4as)(as — az)
= ag —byp — bug




cT =

Cy =

C3 —

Cq4 =

1 6(12&3 - 2&3 — 2@2 +1

12 o203
1 1 —2ay
12 CLQ(CLQ — 1)(@3 — CLQ)
1 2a9 — 1

Eag(ag - 1)(@3 — CLQ)
1 6(12&3 +3— 40,3 - 4(12

12 (CLQ — 1)(&3 - ].)

Gilt hingegen as = a3 so erhélt man:

Qyg

621
b32
b3l
b42

bas
b41

1

= 1
= a2
1
8@2
= az — by
1
2@2
= 2
= _1_b42
1 2
= — =0 = _
67 &) ) C3 37

Cy =

[ NN



